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FUNÇÕES DE VÁRIAS 
VARIÁVEIS REAIS 
A VALORES VETORIAIS 


1.1. FUNÇÃO DE VÁRIAS VARIÁVEIS REAIS A VALORES 
VETORIAIS 


Sejam n e m dois naturais diferentes de zero. Uma função de n variáveis reais a valores 
em IR” é uma função f: A — IR”, onde A é um subconjunto não-vazio de IR”. Uma tal 
função associa a cada n-upla ordenada (x, X2, ..., Xp) E A um único vetor f(X1, X2, -..»Xy) 
pertencente a IR”. O conjunto A é o domínio de f. A imagem de f é o conjunto 


Im f = rã. X9, sad x) = IR” | (Cs PTS Xi) E- A+. 
A imagem de f será, também, indicada por f(A). Se B for um subconjunto de 4, indica- 
remos, ainda, por /(B) o conjunto de todos f(x, 19. -.., 4) com (x1, 29, --.s Ay) E B; dire- 
mos, então, que f transforma o conjunto B no conjunto f(B) € IRZ. As palavras transforma- 


cão e aplicação são sinônimos de função. 


EXEMPLO 1.f: IR? — IRº dada por f (u, v) = (x, y, 2) onde 


Xx=u 
b mi 
z=u. +vy? 


é uma função com domínio IR e com valores em IRº. Esta função transforma o par ordena- 
do (u, v) na terna (u, v, u” + vº). A imagem de fé o conjunto ((u, v, u” + v)|(u, v) E IR) que 
é igual a ((x, y, Z) E IRIz=x"+ yZ, (xr IR?). 
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A imagem de f coincide, então, com o gráfico da função dada por z = ao y. 





X 


ftransforma o plano uv no parabolóide z = xº + y 


EXEMPLO 2. (Coordenadas polares.) Seja a função q (0, p) = (x, y) dada por 


x =p cos 6 
y=psen 6 


a) Desenhe o conjunto «q (B) onde B é a reta p=2. 
b) Desenhe o conjunto y (B) onde Bé o retângulo 0 <p<2e0<09<27. 


Solução 


a) q (B) é o conjunto dos pares (x, y), com x = 2 cos de y =2sen 9; q (B) é, então, a 
circunferência de centro na origem e raio 2. 





p transforma a reta p = 2 na 
circunferência x = 2 cos 8,y = 2 sen 8 


b) Fixado p em 10, 2], quando 6 varia de O a 217, O ponto (p cos 6, p sen 6) descreve a cir- 
cunferência de raio p e centro na origem. A q transforma, então, o retângulo O < p<2,0= 
9 = 27 no círculo de raio 2 e centro na origem. Observe que q (8,0) = (0,0) para O = 9= 
21. 
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; 


ed 
a 
DS 


q transforma o retângulo O = 0 <= 27, 
0< p= 2,no círculo x? + y? < 4 








Seja p: M€ IR? — IRZ dada por (x, y) = q (u, v) e seja (ug, Vo) E O. Fixado vo, pode- 
mos considerar a curva, no parâmetro u, dada por 





O um q (u, vo). 


Referir-nos-emos a (7) como curva vo-constante. Do mesmo modo, podemos considerar 
2 curva ug-constante: v > q (ug, V). 





Quando (uq, v) varia em (2, q (ug, v) descreve a curva ug-constante. 
Quando (u, vo) varia em , q (u, vo) descreve a curva vo-constante. 





EXEMPLO 3. Seja (x, y) = q (u, v) dada por 


Xx=u 
y=u +v? 
com (u, v E IRÍ. 


— e) Desenhe as curvas v = 1 constante e u = 1 constante. 
b) Desenhe a imagem de q. 
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MA UÇÃO 


a) Para v = 1. (x,)) = (U, u2 + 1). Quando o ponto (u, 1) descreve a reta v = 1, (x, y) = (U, 
u> — 1) descreve a parábola y — x + 1. Parau= 1,(wy)=(Q1l Ei v?). Quando (1, v) 
asscreve a reta u = 1 o ponto (x, y) descreve à semi-reta (1, ) E IRCIy = Lo. 






curva u = Ilconstante 


— curva v = 1 constante 





rma a reta v = k na parábola y = x + Ke Assim, a Ima- 


b) Para cada k constante, q transfo 
gem de q é o conjunto de todos (x, y) tais que y =X. 


-— Wo. 


« transforma o plano uv no conjunto de todos (x, y) tais que y = x 
EXEMPLO 4. Considere a transformação (u, v) = & (x, y) dada por 
u=x—) 
vV=x+) 


com 1 <x+y<2,x=0ey = 0. Desenhe a imagem de q. 
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Solução 
| Observamos, inicialmente, que para cada k, com 1 < k < 2, y transforma o segmento x + 
| 3=kx>0ey= 0, no segmento de extremidades (—k k) e (k, k). 





Xxty=k=>v=k 
Observe: ES 0Ey= ku v) = (—k, k) 
| x=key=0=(uy)=(k,+k) 
| 


| 
| 
| 


* À imagem de q é, então, o trapézio de vértices (—1, 1), (1, 1), (2,2) e (-2,9). 





1. Considere a transformação (x, y) = q (0, p) dada por x = pcos ey = psen 8. Desenhe o 
conjunto « (B) onde Bé o retângulo | <p<2,0<60<77 
2. Considere a transformação « de IR? em IR? dada porx =u+vey=u- v. Desenhe p (B) 


a) sendo Ba reta vy = 0. 
b) sendo Bo quadrado 0 <u<10< vs]. 


, 


3 
3. Mostre que a transformação q do exercício anterior transforma o círculo u” + y2 < r” no cír- 
culo x + yé < 2y*. 


4. Seja fa transformação de IRº em IRê dada por (x, y, 2) = (u + v,u, v). Mostre que ftransforma 
O plano uv no plano x — y—z=0. 


à Dear) = (my = v), comu=0,v=0€eu+tv< 1. Desenhe a imagem de f 
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as 


10. 


a 


PA 


13: 


14. 


Seja o (u, v) = (x, y, 2), comx = ucosv, y =u sen vez=u. 
a» Mostre que a transformação o transforma a reta u = uj (uy + O constante) numa circunfe- 


l 
rência. Desenhe tal circunferência no caso uj = —. 


b) Mostre que o transforma a reta v = vy (Vj constante) numa reta (no espaço xyz) passando 


pela origem. 
cy) Desenhe o (B) onde B é o retângulo 0 <u< 1e 0<v<s27. 


Seja o (u, v) = (x, y, 2), com x = ucosv,y = usenvez = u”. Mostre que o transforma a faixa 
u=0,0<=v< 27, no parabolóide z = x" +). 


Desenhe a imagem de o (u, v) = (cos v, sen v, u),com0O<u<leO<sv<2Z7. 
: Ea 2 2 2 2 
Desenhe a imagem de o (u, v) = (u, v ql—uí —v »comu +y <=. 


Seja o (0, p) = (2 pcos 8, p sen 8). Mostre que o transforma a reta p = 1 numa elipse. Dese- 
nhe tal elipse. 


Seja o a transformação do exercício 10. Desenhe o (B) onde B é o retângulo 0 = p <=, O = 
0=<27. 


Seja o (u, v, w) = (u cos v, u sen v, w,0<u<sl],))<yv<s2mel<w=s 1. Desenhe a imagem de o. 


Seja o a transformação do exercício anterior. Verifique que o transforma o retângulo O = u = 
,0<v<27ew= ,em um círculo. Desenhe tal círculo. 


(Coordenadas esféricas) Seja P = (x, y, 2) e considere a terna (6, p, q) onde 6 é o ângulo entre 
en a 
o semi-eixo positivo Ox e o vetor OP, = (x, y, 0), po comprimento do vetor OP e q 0 ângulo 


— 
entre o semi-eixo positivo Oz e o vetor OP. Os números 6, pe q são as coordenadas esféricas 


do ponto P. Verifique 





que as coordenadas esféricas (0, p, q) relacionam-se com as cartesianas do seguinte modo: 
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x = psen q cos 0 
y=psen q sen 0 
Z=pcos q. 











15. Considere a transformação o (0, p, q) = (x, » z) onde x = psen cos 6,y = psen psen de 
— Z=pcosq. 


a) Desenhe o (B) onde B é o conjunto p = pi(py > Oconstante), 0 <0<27el<p< 7. 
b) Desenhe o (B) onde B é o paralelepípedo 0 <= p<1,0<0<27e0< PST. 


1. CAMPO VETORIAL 


Seja A C IR” e consideremos uma transformação F de A em IR”. Muitas vezes, levando 
= conta o significado físico ou geométrico de F, será conveniente interpretar F(X),X E A, 
mo um vetor aplicado em X. Sempre que quisermos interpretar F (X) desta forma, referir- 


—S 
“mos a F como um campo vetorial e utilizaremos, então, a notação F. 


—s 


E . — — 
EXEMPLO 1. Represente geometricamente o campo vetorial F dado por F (x,y)= j. 


F (0,0) F (x,)) 


(x, Y) 





 Trata- 


se de um campo vetorial constante: este campo associa, a cada ponto (x, y) de IR? o 


| - 
“Sor j = (0, 1), aplicado em (x, Y). 
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—> — = 
EXEMPLO 2. Faça a representação geométrica do campo vetorial F (gy)=xi +y j. 


Solução 


—Ss 
LF (gy) ll= x? + y2; segue que a intensidade do campo é a mesma nos pontos de uma 


mesma circunferência de centro na origem. Observe que a intensidade do campo no ponto 
(x, )) é igual ao raio da circunferência, de centro na origem, que passa por este ponto. 





Exercícios 1.2 


l. Represente geometricamente o campo vetorial dado. 





— 3 
a) v (Wy)=x") 


y 


— — 
bhwp)= 1 +) 
— 


=> — -—> -—+ — a: 
O) F(xy)=-y i +x j (Observe:lx i ty j)(-y i +x j)=0) 
- — 
d vip ( x) jatals 
- - —s 
+ + 
UE) (x,.3) = —===== i + === j 
Nas E Da nf E py 
pn xo” » 2 
g) v (x, é edad ET ) 


+ 2 + y 


— — > —s 
Considere o campo vetorial f (x,y)= i +(x—»y) j . Desenhe f (x, y) nos pontos da reta 


giv=x b)y=x—1 )y=x—2 
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-—> —s > Ss  adã 
- Considere o campo vetorial 8 ()y)= ii +xy j.Desenhe & (x, y) nos pontos da hipérbole 
Xv =. Com x. 


US 


— — 
4. Seja F = VFf onde f(x, y) = x + 2y. Desenhe F (x, Y), com (x, y) na reta x + 2y = 1. 


=» = F 2 
- Seja F =V«,onde P(xy)=y- E Desenhe F (x, y) com (x, )) na parábola y = x”. 


tn 


e Da BB pós Don Riddios 
6. Seja F =Vyondef(x y, 27) =x Ty +z. Desenhe F (x y, 27), comx Tre Lts 
0,y>0€ez>0. 


— — 
7. Seja F = Vf onde f(x, y, 2 =x+y+ z. Desenhe F (2), comx+y+z= 1,4 D, os 
Dez>0. 





a — 
- Seja V(x, y) = x + y” Desenhe um campo É (x, y) para o qual se tenha V Vexy) F(xy)<o. 


00 


—+ 
- Sejam Ve F como no exercício anterior. Seja y (1) = (x (1), » (1)), t E T, uma curva tal que, 


No 


—s 
para todo £ no intervalo 1, v ()=F( Y (1). Prove que 8 (1) = V(y(t) é decrescente em fZ. 
Conclua que se y (1), tg E 1, for um ponto da circunferência x2 + y2 = »*, então, para todo 
[= ty, EL y(t) pertencerá ao círculo xº + yí < pé, Interprete geometricamente. 


IO. Sejam V(x, y) = xº + vVeFry)=P(xy)i+rom Y) J, com Pe Q contínuas em IR ! 
— 
tais que, para todo (x, )) (0,0), V VC) F(xy)<o. Seja y(t) = (x (9), (1) E (0, 0), 
esc 2 
t=0,talquey ()= F (y (1). 


a) Prove que g (ft) = V (y (1) é estritamente decrescente em [0, +. Interprete geometrica- 
mente. 
b) Sejam T, reR, comT>0e r<R,reais dados. Suponha que r < || Y(Mll=R para todo 1 
—s 
em LO, 7]. Seja M o valor máximo de f(x, y) = V V(x)y): F (x y) nacoroa yº < + y? < 
Rº.(Tal M existe, pois fé contínua e a coroa um conjunto compacto.) Prove que, para todo 
tem [0, 7), 


y VV(y(o) - Y(1) dt <Mt 


e, portanto, para todo 1 em [0, 7], 





VOO) — VOO) <Mt 


€) Utilizando a última desigualdade do item b e observando que M < 0, prove que y (t) não 
pode permanecer na coroa 7º < x +) = Rº para todo! > 0. 


d) Prove que lim V (y (1) existe e é zero. 
t>5> + 


e) Prove que lim Y (1) = (0,0). Interprete geometricamente. 
t> + 
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11. Seja y (t) = (x (1), ) (t)) e suponha que, para todo t = 0, 


- D=>3(0-( 
“O=z(0-G(). 


Prove que  (t) tende a (O, 0) quando t > + o, (Sugestão: Utilize o exercício anterior.) 


1.3. ROTACIONAL 


> — — — 
Consideremos o campo vetorial F Cr)=P(xyr) i +OM >) IJ +TR(xyD k 
definido no aberto O C IRº. Suponhamos que P, Q e R admitam derivadas parciais em 


- —s 
OQ. O rotacional de F, que se indica por rot F, é o campo vetorial definido em O e 
dado por 





















Rá -s — — 
dy oz oz Ox Ox dy 





A expressão acima pode ser lembrada facilmente representando-a pelo “determinante”: 


o |2 9], [9 9], 
“|dy Oz] ôx ódz|JT|ox ódy|k 
O RR Pp R P OQ 


Os “produtos” que ocorrem nos “determinantes” de 2.º ordem devem ser interpretados 


=" o «4 OR 
como derivadas parciais: por exemplo, o “produto” de Em por R é a derivada parcial —. 


> y 
Podemos, ainda, expressar rot F como um “produto vetorial”: 


mesh cod 
rot F=VAF 


onde V = Ed 
dx 
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—s 
Consideremos, agora, o campo vetorial de O C IR? em IRZ, O aberto, dado por F (x,y) = 
— 
P(xy) i + O(x,y) j; esuponhamos que P e Q admitem derivadas parciais em (). Neste 








—Ss 
- Ezso, o rotacional de F é a transformação de O em IR? dada por 


eo mm mi 
. 7 EK 

— 
ct rot f 8 
dx dy dz 
” DO 


IX dy 


3 5. 5 
Po jo k 
ela àd al. Pá E: ae 
rotF=|— — >|=02-29) i+(0-y) ;j +(0-% k 
Ox dy dz 
x vi xyz 


- A — — 
Ot Ff =2m—2y) bt -yzj —x E. 


| > 
XEMPLO 2. Seja F (x,y) = 0 (x, 9) j. Suponha que, para todo (x, y) E IR”, E (x 
=0. 


Jesenhe um campo satisfazendo as condições dadas. 


—s 
alcule rot F. 


LU 


mo, para todo (x, y), e (x, y) = 0, segue que Q não depende de x, isto é, O é cons- 


sobre cada reta a... ao EIXO X. 
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| >» 


SR 


O campo acima satisfaz as condições dadas. Sugerimos ao leitor desenhar outros cam- 
pos que satisfaçam as condições dadas. 


= 10) 5. , 
b)rot F (x,y) = Em (x,y) k = 0, para todo (x, y) E IRº. 
X 
SN 1: 


—- — ó 
EXEMPLO 3. Seja F (x,y) = Q(x»y) J . Suponha que, para todo (x, y) E IR, e (x,y) >0. 


a) Desenhe um campo satisfazendo as condições dadas. 
—— 

b) Calcule rot F. 

Solução 


a) Segue da hipótese que, para cada y fixo, a função x > O (x, y) é estritamente crescente, 
isto é, O (x, ) é estritamente crescente sobre cada reta paralela ao eixo x. 


——ip 
s— 
- 


0 e 
[ F (x. y)= a (x,y) k & O, para todo (x, )). 
Bs 
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Consideremos, agora, um fluido em escoamento bidimensional com campo de velocida- 


ré e AR é 
de v (s)=0(x, ») J.(v (x y)éa velocidade com que uma partícula do fluido passa 
pelo ponto (x, y).) Observe que as trajetórias descritas pelas partículas do fluido são retas 


—S 
paralelas ao eixo y. Suponhamos que rot v (x, y) * (0, 0). Para fixar o raciocínio, supore- 
o) > 
mos O (x,y) >0e e Ge 3 Ce campo de velocidade v (x, )) tem, então, o aspecto 
x 
daquele do exemplo anterior. É razoável esperar, então, que “qualquer pequena coisa” (com 


a forma de um pequeno disco) que flutue sobre o fluido gire à medida que se desloca sobre 
o fluido. 


o 
e 


O situação no instante + + At 


“a, 
C..) situação no instante + 
“ma? 


Consideremos novamente um fluido em escoamento bidimensional com campo de velo- 
cidade 


-— é E 
vV (X,y)=P(xy) ii PRC Si po 





Às componentes P e Q são supostas de classe C!. 


V (x, )) 


(x, y) 


Nosso objetivo a seguir é dar uma interpretação para a componente ce gd do ro- 
X 


À sé: dy 
cional de v. 


Sejam A e B duas partículas do fluido e suponhamos que no instante 1, elas ocupem as 
Posições (9, Yo) é (xo + A, Yo). respectivamente, com h > 0. Indiquemos por A(f) e B(t) as 
Posições ocupadas pelas partículas num instante t qualquer. 
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Trajetória descrita por 4 





Seja 9, (t) o ângulo (medido em radianos) que o segmento de extremidades A (t) e B (t) 
forma com o segmento de extremidades A (t9) = (xo. Yo) € B (tg) = (xg + A, Yo). (O sentido 
positivo para a contagem do ângulo é o anti-horário.) Façamos 


A(O = (x (0,7 (D)eB (6) = (x5 (1), 2 (1). 


Seja ô (t) a distância entre A (t) e B (t). Observe que, no instante £, O (19) = A. 





Temos: 


ô (1) sen 0, (1) = y2 (1) — 4 (0). 


Derivando em relação a t, obtemos: 
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D ô (t) sen 8, (1) + 8 (b) 0j (D cos 6, (1) = 2 () — (1. 
“No instante £y temos: 
lt) =08)=hyI=0 (gothIpEe x (to) = O (Xp Jo). 


* Observe que y> (ig) é a componente vertical da velocidade de B no instante 19; logo, 


22 (tg) = O (x9 + A, yo). 


mesma forma, 
y1 (tg) = O (x9, 70). 


“Substituindo (2) em (1) vem: 


ôn (to) = O (xo + h, e = 2 (x, 30) 


2 é a velocidade angular do segmento de extremidades A (t) e B (f), no instante to- 
Segue de (3) que 


IO 
lim 60, (n)=—— “Yn). 
q Ma (to) Es (X9» Y0) 


ssim, para h > () suficientemente pequeno, 


ôn (10) = 22 (xo 30) 


- Observamos que se o movimento for rígido (isto é, a distância entre as partículas 


antém-se constante durante o movimento) e com velocidade angular «w, então, para 


Bj (tg) = w 
anto, 
d 
() = 22 (X9» Yo). 
x 


— Consideremos, agora, uma outra partícula C que no instante ty ocupe a posição 


C(to)= Cy Yo +40). 
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Ko 


No instante to, € (to) = (x, Y0 + De A (19) = (xo, Yo). Façamos € (1) = (x3 (1), Y3 (1)). Sendo 
ô, (t) a distância entre € (t) e A (1), vem: 


ô, (t) sen qr (1) = 24 (1) — Xx3 (1). 
Deixamos a seu cargo concluir que 


P (xo, Y0 + k)— P (x9, Yo) 


is e 
pk (to) E 


e, portanto, 


oP 
him to) =—— (Xp, Yo). 
Pa ad 23 (Xo» Y0) 


Para k suficientemente pequeno 


6) EE Gg) =— 


9P 
dy 


(Xo» Yo) 





Segue de (4) e (5) que, para A e k suficientemente pe- 
quenos, a soma das velocidades angulares, no | 
instante 19, dos segmentos de extremidades A (1) e 
B(t), A (t)e € (t) é aproximadamente 


A (to) 


10) 9P 
—— AX0,)Y0)T” —— AXO Y0/). 
4 0» 0) 2y SO 0) 
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amos que chegaríamos ao mesmo resultado obtido acima se, no instante 15, Os 


Et) -A(eC()-A (19) fossem ortogonais, mas não necessariamente para- 
Es =ixos coordenados. (Veja Exercício 7.) 


= movimento for rígido com velocidade angular «w, teremos 


(| 


9P 1| 90 àP 
X0, ci Ps UR en ed O É me (e y 
2x 0» 0) 2y 0» 0) 5 | E oo) 5 (000) | 


-—— 
PEL) 4. Suponhamos que a representação geométrica do campo v (x, y) tenha o 
* aspecto. 


as trajetórias descritas pelas partículas são retas. 


O segmento de extremidades 
*oca com velocidade angular nula, enquanto a do se 


gmento AB é não-nula. Deve- 
4 >. 
pesar então rot v * 0. 

- | s 
EESOCIRPS IR” (n=23)um campo vetorial qualquer; dizemos que F é 


E — 
see somente serot F = 0 emQO. 


=. , —s = 
F arrotacional S rot F = O. 
— > 





a r E: ás e 
3 5. Considere o campo vetorial F (x,y) = — =5— onde r =x i +y j. 
lr 2 


> O campo. 

e A + . 
ue que F éirrotacional. 
| 


= 


, 





= O que significa que a intensidade de F em (x, Y) é O inverso da 
7] 


—Ss 
=a deste ponto à origem. Observe que a intensidade de F é constante sobre cada 


rei . 
*esência de centro na origem. O sentido de F (x, y) é do ponto (x, y) para a origem. 


E y) Il = 


18 Um Curso de Cálculo — Vol III 





Na situação (1), o segmento determinado pelas partículas A e B se desloca com velocidade 
angular positiva (sentido anti-horário), enquanto o determinado por 4 e C se desloca com 
velocidade angular nula. Na situação (2), o segmento determinado por A e B se desloca com 
- velocidade angular nula, enquanto o determinado por 4 e € se desloca com velocidade an- 
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' 92 a 
sativa (sentido horário). E razoável, então, esperar que F seja irrotacional (por quê). 
= O é, pois: 


— — — 

i j k 

o, Ó ó 2Xy 2Xy = 
E -. a des | o a pe ço ação | do ms td, 

9x óy Íz (x2 +y2)2 (x2+y2) 

ad = É 


x2+y? x2 + y? 


LO 6. Considere um fluido em escoamento bidimensional com campo de veloci- 


| — — > 
xy)=—y i +x j. Calculerot v einterprete. 


mento não é irrotacional, pois, 


= Õ ã — > 00 
rot vLD)=|[— ()-— (9) | k =2 k £ 0. 
dx dy 


" É . . . 
ve que v (x, y) é tangente, em (x, y), à circunferência, de centro na origem, que 
pr este ponto. As partículas do fluido descrevem circunferências de centro na ori- 


—Ss 
velocidade escalar da partícula que se encontra na posição (x, y) é Il v (x, y) Il = 
. Segue que a velocidade angular da partícula que se encontra na posição (x, y) é 


no por unidade de tempo): todas as partículas do fluido estão girando em torno da 
com a mesma velocidade angular. Trata-se de um movimento rígido com velocida- 
ar 1. 





Deserve que o círculo A gira em torno da origem, com um movimento de rotação em 
“=> do seu próprio centro. AA 
Fsb: 
So 


E 
198 
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cxercícios 1.3 


1. Calcule o rotacional. 


—s a = = 
O Fkvrv)-yt+rrjrzex 
aa é E E 
Drs) RI] E 


— —-s > — 
Err tha) ra k 





Es 2 dj 
d) F(ixy)=(W+y)i 

—» Ea Ms 
o Fen i=x ij 


Ss > 

2. Considere o campo de força central g (x,y) =Ff(Ilrl) r onde f:IR — IR é uma f 
—- - = Ss 
derivávele r =x i +y j.Calculerot g. 





—s 
3. Sea gi MC Rs IR, Q aberto, de classe C* Verifique que o campo vetorial F =V o 
irrotacional. 


4. Considere o escoamento bidimensional na região O = ((x, y) E IRZI-3<x< 3,y€ IH 


a < x? e 
com velocidade v (xy) =| 1- Es E 


a) Desenhe tal campo de velocidade. 
b) O escoamento é irrotacional? 


5. Considere o escoamento bidimensional 


— mp ne 

E; X 

O RA | Pã é 
x + 7 x ey 


a) Desenhe tal campo. 
—+ 

b) Calcule rot v e interprete. 
6. Considere o escoamento 

- = => > 

y X 

je grpo És g 

(x? + y2)% (x? Ea y*)º J 


— — 
onde a > 0 é uma constante. Verifique que rot v (4) 0 para a & 1. 


- - — 
7. Seja F=Pi+Q jum campo vetorial de IR?em IR“, com P e Q diferenciáveis. Sei 
ah — > — — 
u =cosai +tsenajev=-sena i +cosa J, onde a O é um real dado. Ses 


? 5. - 
(s, t) as coordenadas de (x, y) no sistema de coordenadas (O, u, v). Assim(xy)=su - 
— — - 
t v. Observeque(xy,y)=su ++» é equivalente ax = s cos a — tsen “ey=ssena- 
í cos a. 
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a) Mostre que 


— - — 
F (xy)=[P(xy)cosa+Q(xy)sena] u +[Q(x,y)cosa— P(x, y) sena] v 
b) Seja 


-—+ —- — 
Fi(ls)=P,(s) u +Oj(s td) v 
onde 

Pi(s)=P(xy)cosa+ Q(xy)sena 
= 

O(s )=0(xy)cosa-—P(x, y) sena 


comx=scosa-—tsenaey=ssena+tcos a. Mostre que 


9P, Í oP 
ep A É oa 
ós ot Ox Oy 


> — A —- > 
onde (x, y)=s u +t v. Interprete. (Observeque Fi(s)= F (x y)onde(x y)=s u + 


—— 
É Vs) 


| DIVERGENTE 


Ss 
ja F =(F,,F»,...,F,) um campo vetorial definido no aberto 9) C IR” e suponhamos 
componentes F,, F5, ..., F, admitem derivadas parciais em (). O campo escalar 


— + 
div F:0O-sIR 


ii! E aro, Ega 9 En 
x] 0x9 OXn 


— 
div F = 





—S 
pmina-se divergente de F. 


2 . . . ELA 2 
“* notação V- F é fregiientemente usada para indicar o divergente de F ; interpretamos 





ss ó 
F como o “produto escalar” do vetor V=| —, Ea arg é pelo campo vetorial 
dxy dxy DX 





2. F5, ..., F,), onde o “produto” de por F, deve ser entendido como a derivada par- 


l 
ELA 
OX; 
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O símbolo V q já foi utilizado anteriormente (Volume 2) para representar o gradiente do 
campo escalar q: O C IR? -— IR: 


Deste modo, o gradiente, divergente e rotacional podem ser representados simbolicamente 


— - 
pelos “produtos” V y,V: FeV/A F, respectivamente. 
Vamos destacar, a seguir, as expressões do divergente nos casosn = 2en = 3. Se 


— — — 
F (Ly) POE) i+rOOI) j 


então 
A oP o 
avF p= Lmn+ my. 
x dy 
Se 
— — -— —> 
* ML) PADS.O dd TOO) + RG) É 
então 


a oP o, oR 
divF(x,y,)=-— (x,y, D+ go (X, Vs. 2) + — (X, Y, 2). 
Ox dy oz 





Ss — —> — —» 
EXEMPLO .Seja F Ky)=( +) i-y j +++) k. Calculediv F. 


Solução 
no 03 à 9, À 
divF(xy)=—G+)+—(yD)+> (2x+3y+ 22) 
x dy dz 
= 2 — 27 + 27 
Assim 


= 
div PF My) = 2-2 +22 


Funções de Várias Variáveis Reais a Valores Vetoriais 23 











q - 
O SE ESQUEÇA: div F (x, y, Z) é número. 
EMPLO 2. Calcule V - Vo, onde qp (x, y) = é: 


“Cl 


— — - - 
Ts i pais j=2y +x2 j. 
x dy 
V.Vo= ELLA -(2xy x2) 
Pp ô “9y , 


V.Vo=2y=div(Vo). 


jonsideremos o campo escalar q: O C IR? — IR e suponhamos que q admita derivadas 
iais até à 2.º ordem no aberto (2. O campo escalar 


| v2 o: 0> IR 
o por 
| Vo=V.Vo 


pmina-se laplaciano de q. Assim, o Iaplaciano de «p nada mais é do que o divergente do 
jente de qp. Como 


vive=-[A A na) op nÃe] 


óx; 0x9 0X óxj 9X En 
Pp , 92p 92 
9x7 9x5 9x2 





XEMPLO 3. Seja o (x,y, 2) =x +? + 7”. Calcule o laplaciano de q. 


a 


ucao 


v2 a po Pp 


OX dy? oz? 
0 


so —s 
EXEMPLO 4. Seja F (x,y) = Q (x,y) j. Suponha que, para todo (x, y) E IRº, — (x, 
> 0. | Rs 


24 Um Curso de Cálculo — Vol. HI 


a) Desenhe um campo satisfazendo as condições dadas. 
b) Calcule div F. 


Solução 


o, a função y > O (x, ) é estritamente crescente, 


a) Segue da hipótese que, para cada x fix 
bre cada reta paralela ao eixo y. Os campos dados 


isto é, O (x, y) é estritamente crescente so 
a seguir satisfazem as condições dadas. 


ERES 


divF s0ertF=0 





ti 


divF +0erotF+0 
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TEMPLO 5. (Interpretação para o divergente.) Consideremos um fluido em escoamen- 
bidimensional com campo de velocidade 










Ss -— > 
v x)=P(xy) i +OMY) J 


je Pe Q são supostas de classe Cc! Consideremos um retângulo de lados paralelos aos 
1s e de comprimentos h e k suficientemente pequenos. 





) fluido que no instante ty encontra-se no retângulo ABCD, no instante 1y + At encon- 

-se-á no “paralelogramo curvilíneo” A4/B/C,D,. Indiquemos por V (19 + At) a área ocu- 

ia pelo fluido que, no instante 1, ocupa o retângulo ABCD. Temos, V (19) = hk. A seguir, 

sos avaliar V (ty + At), para At suficientemente pequeno, onde V (tg + At) é a área do 

ralelogramo curvilíneo” 4/B,C,D,. Como estamos supondo h, k e Aí suficientemente 

genos, a área do “paralelogramo curvilíneo” 4,B,C,D, é aproximadamente a área do 
—— —» 


- slogramo determinado pelos vetores 4/B/ e AjD,. Temos: 


oP 

P (xo + h,y0) = P 19,)0) + h Es (X9» Y0), 
- 40) 

OQ (Xg ã h, Yo) o Q (X0» Y0) EH dx (Xg» Yo)» 


oP 
á (Xo» Yo + k) = P (xo, Yo) EA Es (Xg» Yo) 


O Gio: 30 + 1) = O GO) + k Em E) 


O (x9, Y0 + k) — O (x9, Yo) 


- Daí para k suficiente- 


eres 
Observação. dis (xo: Yo) — lim 
dy k>50 


mente pequeno 
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90 (4. wo) e 2070 +) — O (x0, 90) ) 
dy k 


Temos, também: 
—S 


(2) Bi= (MK +th+AtP(o+h, 70) + AO (x + À, y0) 


€ 


De (1) e (2) resulta: 


oP 40) 
B,—- A =(h+ hÃt — (xo, vn), hÃt — (xp, 
1 1E( de (xo Yo) dx (Xo Y0)) 


9P To, 
D, — A, = (kÃt — (xo. vo), k + kÃt — À 
1 13( ês (9 Y0) Ss (xo Y0)) 


=> 
Sabemos da geometria que a área do paralelogramo determinado pelos vetores 4/B| e 


enc: ARA o ——> 
AjD, é a norma do produto vetorial 4,B, À AjD,. Temos 


—s -—> — 
i j k 

à 4 9P 
AB A AD = |h+nÃt Es (xo, 0) hÃ£ ce (x9, Y0) 0 
X X 


9P 
kÃt — (x9, Y0) k + kiss 22 (x0,70) O 
oy óy 


= <hk + hkAt ee (x0, 0) + hkAt Ed (x0, vo) + 
dy OX 
— 


oP 9) oP 9, 
+ hk (At)? E (X9. Y0) Em (x9» Y0) — pe (X9» Y0) é (X0, o | k. 


Assim, 
V (to + At) = hk + hkAt — (xo, Yo) + AkÃt e (X09, Y0) + 
X y 


oP o, o9P o, 
+ hk (At)? | — (xo, Y0) 22 (Do, 6) ——— Ls 0-2 (x9. 0) |. 
Ox dy dy Ox 
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= hk, é razoável esperar que 


cm V(to +AD)-—V (to) 


” 9P 0 
4250 At E vam do e dy fo. | 









im VOo + ADV (o) 


é 
=V (tg) div v (x9, Yo). 
At>5 0 At 






-— 


1 
div v los) E Vit) 
0» Y0 V (19) 








> . 
nos, então, interpretar div v (xy, Yo) como uma taxa de variação de área por uni- 
empo e unidade de área no ponto (xg, y0). 


—S 
amos h, ke At positivos e suficientemente pequenos. Se div v (xg, Yo) > 0, deve- 
— 
rar V (ty + At) > V (to), isto é, a área está aumentando. Se div v (X9» Yo) < 0, de- 
derar V (ty + At) < V (to), isto é, a área está diminuindo. (Veja Apêndice 3.) 


4 - 
LO 6. Suponha que o campo v (x, y) tenha o seguinte aspecto: 


Potototo 


idades das partículas que se encontram sobre o lado DC são iguais entre si e mai- 
me as velocidades daquelas que se encontram sobre o lado AB. As partículas que no 
* ocupam o retângulo ABCD, no instante t + At, com At > 0, deverão ocupar um 


—+ 
? de área maior. Devemos esperar então div v (x,y) > 0. 








mm»... 
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EXEMPLO 7. (Equação da continuidade.) Considere um fluido em escoamento num aberto 
O do IRº, com velocidade ag (x, y, % t) no ponto (x, y, Z) e no instante 1, com é num intervalo 
aberto I. Seja p (x, Y, Z 1) à densidade do fluido no ponto (x, y, Z) e no instante 1. Suponha 
que as componentes, de v e psejam de classe C!. Admita, ainda, que em 9 não haja fontes 


nem sorvedouros de massa. Mostre que é razoável esperar que v ep satisfaçam a equação 
RE 
div(p v)+ e = (0 
Í 


onde o divergente deve ser calculado em relação às variáveis x, y, Z. (Neste exemplo, a ve- 
locidade no ponto (x, y, 2) depende do tempo. Sugerimos ao leitor dar exemplo de um esco- 
amento em que a velocidade no ponto (x, y, Z) esteja variando com o tempo.) 


Solução 


Consideremos o campo vetorial dado por 


— — 
uCnaDep(syD0 Vo (x) 2) 


é — — = 
com u =u, i tus J+us k, ondeu, = pv|, 49 = pvo€u3 = pv3, sendo Vj, Vo € V3 
ea » 


as componentes de v. 


Imaginemos em O um retângulo paralelo ao plano xz, centrado no ponto (x, y, Z), e de lados 
Ax e Az. Observe que uma partícula que se encontra, no instante t, sobre O retângulo, no instan- 
te t + At encontrar-se-á, aproximadamente, a uma distância v> (x, y, Z £) At do retângulo (para 
fixar o raciocínio supomos v; (x, y, Z, £) > 0). Deste modo, o volume de fluido que passa através 
do retângulo, no tempo At, é aproximadamente v, (x, y, 2 t) Ax Az At e a massa que passa atra- 
vés do mesmo retângulo, no tempo At, será, então, aproximadamente 


p vo Ax Az At = us Àx Az At. 


Observe que, sendo v> (x, y, 2 t) > O, a massa flui da esquerda para a direita; se v, (X, ), 
z, É) < Q então a massa estaria fluindo da direita para a esquerda. 

Imaginemos, agora, em (), um paralelepípedo centrado no ponto (x, Y, Z), com arestas 
Ax, Ay e Az, suficientemente pequenas, e de faces paralelas aos planos coordenados. 





(tt Y;2) 
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“Estamos interessados em avaliar a diferença entre a massa de fluido que sai e a que pe- 
Ta no paralelepípedo, na unidade de tempo. No ponto (x, y, z) e no instante t a componen- 


o vetor E na direção j, éu» (x, y, % t); no centro da face BCFE, a componente, na 













O a l du 
cão j, de u é aproximadamente “u, + a = Ay” e no centro da face AHGD a com- 
a a | dus «ss 
ente, na direção j, é aproximadamente u9 — — di Ay”. 
y 


massa que passa, por unidade de tempo, através da face BCFE é aproximadamente 


passa através da face AHGD é aproximadamente 


Ca dB de Jar se 
E dy 


D-D= UL arAyA: 
dy 


É avaliação para a diferença entre a massa que sai através da face BCFE e a que penetra 


és da face AHGD, por unidade de tempo. 
ym um raciocínio análogo sobre as outras faces resulta que 





dug 4 dus 
dy óz 





Jaraya: 





div X Ax Ay Àz = [Si 
x 





sa avaliação para a diferença entre a massa que sai e a que penetra no paralelepípedo, 
anidade de tempo, no instante t. 


o é Õ 
pr outro lado, no ponto (x, y, Z) e no Instante í, a densidade está variando a uma taxa pm 
Ê 


— > 0 a massa dentro do paralelepípedo está aumentando a uma taxa aproximada de 
- Ax Ay Az, por unidade de tempo; se Ea < (0), a massa dentro do paralelepípedo está 
4 


Õ 
mescendo a uma taxa de a Ax Ay Az, por unidade de tempo. 


Tomo estamos supondo que em £) não há fontes nem sorvedouros de massa, e tendo em 


== o “princípio da conservação da massa” é razoável, então, esperar que 


, a dp 
div u Ax Ay Àz = ne Ax Ay Àz 








Diem 
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ou seja, 
—Ss 
div u + ba = 0: 
dt 
ou, ainda, 
ei Fo) 
(4) div (p 1) + =0, | 







“ Ná pi PA “ ” - " a 
Pois, u =p v. (A razão do sinal menos que ocorre em (3) é a seguinte: se div u > 0a 
massa dentro do paralelepípedo está diminuindo (a massa que sai é maior que a que pene- 


d ga, (9) pa 
tra) e, neste caso, deveremos ter e <0Oe,portanto, div u =— E Mesma análise para. 
4 


—s 
ocaso div u <Q.) 
Se p não depende do tempo, a equação da continuidade se reduz a 


os 
divp v =0. 


Neste caso, a massa que sai do paralelepípedo deve ser 
Se p (x, y, z, 1) for constante (neste caso, diremos que 
ção da continuidade se reduz a 


igual à que penetra, 
O fluido é incompressível) a equa- 


— 
quer v dependa do tempo ou não. Neste caso, o volume do fluido que sai do paralelepípe- 
do deve ser igual ao que penetra. (Veja Apêndice 3.) 


CUIDADO. Em 


(4) o divergente deve ser calculado em relação às variáveis x Veg 
isto é: 


A F) ) 
div pv “5 tvi) + — (pv) + — (ova). 
Ox dy dz 


Exercícios 1.4 et a À 


1. Calcule o divergente do campo vetorial dado. 


- -— —s 
DvE)=-yi+xj 
E Ss -—s RE 
Du gyd= L+Hyj+zk 


E FAR = RD pa 
DF (LXyrd=( =Y) i +sen(x +y) j +arctgz k 


Ss > 
d) F nd ++ are + 24 2) k 
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-— — 
2 é mais razoável esperar: div F = Ooudiv F 0? 


/ 
A ? (os 
cid A 


— -— 
sidere um fluido em escoamento com velocidade v (,y,)=y J,y>0. 

fluido é incompressível? Por quê? 

termine p, que só dependa de y, que satisfaça a equação da continuidade. 

sponha que a densidade p do fluido só dependa de y e de t. Mostre que p deve satisfazer 


-— 
idtal 


] R 

ssdere um escoamento no aberto () de IRº, com velocidade v (x, y, Z), cujas componen- 

E. —» 

Ro supostamente de classe om em (2. Suponha que v derive de um potencial (isto é, que 
—S 

e O>IR,comVp= v emO). 


—S 
que v é irrotacional. 
Ki 2 
que se v for incompressível, então Vº «q = 0. 


ele o laplaciano da função q dada. 


=x b) q (x,y) = In (2 +) 


] 
y=arctg>,y>0 De(sy)= err 
y 


mM 
] 


* Sme(xy=f (e? + y), onde f(u) é uma função real, de uma variável real e derivável até 
2 ** ordem. Suponha que Vº q = 0. 
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a) Mostre que u f” (u) = —f' (u),u > 0. A 
b) Determine uma f não-constante, para que se tenha Vº q = 0. 


7. p (x, y) é uma função cujo gradiente tem a representação geométrica abaixo: 


O que é mais razoável: V? p=0ouV? p + 0? 





— — — 
8. Seja F =P i +Q j umcampo vetorial de IR?em IR2, com Pe O diferenciáveis. Sejam 
— - > -—+ - 
u =cosa i +sena jev =-sena i +cosa j, onde a + O é um real dado. Seja 
> o — — 
(s, t) as coordenadas de (x, y) no sistema (0, u, v). Assim, (x,y) =s u +t v. Observe que 
= 


y)=su+tv é equivalenteax = scosa— tsenaey=ssena+tcosa. 


a) Mostre que 


- -—s —- 
F (xgy)=[P(xy)cosa+0O(xy)sena] u +|O(xy)cosa-—P(x y)sena] v. 


b) Seja 
- - — 
A(s)=Pi(s)u+QO (st v 
onde 
Pi(s)=P(xy)cosa+ Q(x y)sen a 
e 


O(s )=Q(xy)cosa-P(x y)sena. 


comx =scosa-—tsenaey=ssena+tcos a. Mostre que 


Loção eye E q 
t Ox dy 
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hr 


ss 
Em, v:QCIR*-> IR? dois campos vetoriais e q: £) —> IR um campo escalar. Em 
1 


" die ps 
| faça hipóteses adequadas sobre py, u e v eprove(suponha u =Pi +Q + 
- — — 
EP El +HOJ +HRIk): 
E —s -—s = 
mM+v)=rotu +rot v 
| mt E 
> v)=divu +div 


— — -— 
V(divu)-V2 u,ondeV? u =(V2P V20, V2R). 


UU 
- — 
= (w,, wo, wa) um campo vetorial definido no aberto OQ de IRº. Prove que div w = 


—s+, 
dição necessária para que exista um campo vetorial u = (44, U2, 43), com com- 


a 3 a 
es de classe C",em (), tal querot u = w. 


e — 
* € G dois campos vetoriais definidos no aberto O C IRº, cujas componentes admi- 
Pradas parciais em 4). Prove que 


—> = —s Ee — EE: 
dv(FAG=G(VAF)-F-(VAG) 


| je em coordenadas polares.) Seja £) um aberto contido no semiplano y>0€eseja 
P(xy) i +O(x)) j. (7) E L, com Pe Q de classe C!. Seja P, (6, p) = 
EO, (9,0) = 0(x)),comx=pcosBey= psen 6. 


e que 


1 
N 





oP l 9P, o P, 
— (%,y)=-—sen6-— (0, p)+cos6 —L Õ, 
E Eu E mo MP % (9, p) 


= (w)=-—cos0 (9, p)+seng (8, p) 


IQ ] 90 90) 
dy p 98 dp 


= pcos0ey = psen 6. 
a que 


RF (x y)=sen6 eo ga 2AL qm D+ 
a p 50 dp 


1 9 9P, 
cos 6 | À 4 (0,)+— (0, D)| 
p dp 


0 
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onde x = pcos 0e y = psen 6. 


13. Seja p(x y) = f e] | y > 0, onde f (u) é uma função de uma variável real derivável até a 
y 
2.º ordem. Suponha v? p = 0. 


a) Mostre que (1 + Of" (u) + 2uf" (u) = 0 
b) Determine uma f para que se tenha V“ q = 0, com f não-constante 


Susesão Suponha f'(u) > O e observe que (In f'(u))' = Lo | 


1.5. LIMITE E CONTINUIDADE 


Sejam F: A C IR? — IR”, P um ponto de acumulação de A e L C IR”. Definimos: 


Ve>0,462>0 tal que, para 


lim F(X)=Le& todoXEA, 
a O<IX—PI<6=IF(X)-— LI< e 





Se P for ponto de acumulação de 4, com P E 4, definimos: 


FcontínuaemÃS lim FOO=F(P) 
X5S P 


Suponhamos F = (F,, Pa esse L = (Ly Lose L,,). Deixamos a cargo do leitor 


provar que lim F(X) = Lsee somente se lim FÊ, (X) = L, paraj = 1,2,...,m. 
P 


. . eis . a? Ed 
Fica, ainda, a cargo do leitor provar que F será contínua em P se e somente se as suas 
componentes o forem. 


Exercícios 1.5 








1. Prove: 


— ms 
a) lim FXO= 0 & lim IF II=0. (0 éo vetor nulo de IR”) 


X5P X>P 

b) lim FG)=LS lim IFO)-LI=SO. 
XP A > P 

o) lim FP+H=LS lim FO)ESL. 
H50 x — P 


2. Sejam G:A CIRº>IRZeFr:BC IR” IR?,com im G C B. Suponha G contínua em P E 
A e F contínua em G (P). Prove que a composta H (X) = F(G (X)) é contínua em P. 


3. Seja F: OC IRº = IR” e seja P um ponto de acumulação de (). Suponha que exista M > 0 
tal que, paratodo XE O, IF(X) -LI<=MIIX- PI, onde L E IR” é um vetor fixo. Calcule 


lim F(X)e justifique. 
X53P 
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ponha que lim F(X) = L, com L + 0. Prove que existe r > O tal que 
A XP 


IZI 
O<IX-Pli<r>FO)I> E 


ADAS PARCIAIS 


OC IRÊ- IR” dada por F(x, 3) = (Fi (1,9), Fo (8,9), ..., E, (1, 9) é seja Go; 
O limite 
E Go th yo) F (xo, yo) 

h 


iste, denomina-se derivada parcial de F no ponto (x9» Yo), em relação a x. Obser- 
ada mais é do que a derivada, em Xq, da função de uma variável real a valores em 


cair Yo) = lim 
E Mina 


x F (x, y9). 


orme aprendemos no Volume 2, que (D) existirá se e somente se as derivadas 


2 (x9 Yo) G = 1,2... m) existirem; além disso, se (7) existir 


9 9h 9E; Em 

E AXO, e To" LÃOs 1 E A lá scg ER Lets . 

a Covo) =[ SE (xo, wo) 22 (0030) os DER (39, 90) 

3 para o leitor definir “e (xo. 
x 


Yo) e estender o conceito de derivada parcial para 
DCIR"emIR”. 


* 
+In(x) j. 


4" ã > — 
> 1. Calcule pus e ar onde F (x, y) = (x? + y?) i 
x dy 


—Ss 

o F Fo) 2 e > d —> 
Ras Do) E qem (RS ai |+— (In ] 
o 63) E y) ax MU) q 


> 15 
aih r. 
x 
9 F 3 
— ô Ss 
-— ()=— (ww +y L+— (In 
7 *) rod y) 2y UNO) j 
-+ 1 
=2y i+-— j. 
bi 
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EXEMPLO 2. (Interpretação geométrica da derivada parcial para uma transformação de 
OQ CIR/em IR) Seja F: 1), C IRÉ= IRZe seja (xp, Y)) um ponto de £). Consideremos a 
curva yo-constante dada por x > F (x, y9). 


9F 
psd (os Fo) 
ox 


curva Yo- constante 


F Go, Yo) 





e (x9» Yo) É um vetor tangente a tal curva no ponto F (xp, Yo). (Veja 7.5 do Vol. 2, 3.º. 


Ox 
edição.) 
Dizemos que F: O CIR” — IR”, OQ aberto, é de classe C” em Q se F admitir todas as 
derivadas parciais de ordem r contínuas em . Segue do que vimos na seção anterior que F . 


será de classe C" em O se e somente se suas componentes o forem. à 
Seja F:AC IRº-— IR”, onde A é um conjunto qualquer, não necessariamente aberto. 


Dizemos que F é de classe C” em A se existir uma função G: O C IR” — IR”, de classe 
C" com 1) aberto e contendo A, tal que, para todo X E A, 


FO) = G(M). 


* 


(Observação. E comum referir-se a F como a restrição de G ao conjunto 4.) 








2 


— INTEGRAIS DUPLAS 


[A DE RIEMANN 


tângulo R = [(x, y) E IRja<x<bc<y<a) ondea<bec<dsão 
21 dados. Seja Pj: a = X9 <X < x < Sis da ss beP,:c=yg<) < 2 < 
d partições de [a, b] e [c, d], respectivamente. O conjunto 


P = (ID =0, 1,2, os j= O, 1,2, Mm) 


e partição do retângulo R. Uma partição P de R determina mn retângulos Ri; = 
x; 1 EXE X, Yj-1 €y<yj). 
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Seja B C IR? dizemos que B é limitado se existir um retângulo R, com B C R. Sejaf: 
BCIRÊSs| R, com B limitado. Assim, existe um retângulo 


R=((xyj)EIR|a<x<bc<y<a) 
que contém B. Seja P = ((x,, Yi =0,1,2,...,n,j = 0,1,2,...,m) uma partição de R. Para | 


cada par de índices (i, j), seja X 5 = (ip S;j) um ponto escolhido arbitrariamente no retângulo 
Ri; Pois bem, o número 


o z DREe Ax; Ay; 


=] j= 


onde f(X ij) deve ser substituído por zero se Xi; & B, denomina-se soma de Riemann de f 
relativa à partição P e aos pontos X ij 


(o 


Xi; É B; f(X,;) deve ser substituído por zero na soma (D. 





Observe que se f(X i) > 0, F(X ij) Ax; Ay; será o volume do paralelepípedo de altura f(X ij) 
e cuja base é o retângulo Ri 
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= (lx, x)li=0,1,2,...,n,j=0,1,2, ...,m) uma partição do retângulo R. No 
caremos por À o maior dos números Axp Axo, ...s AX Àyy AD, «o» ÀYm 
3s A x; e todos Ay; tendem a zero, quando À tende a zero. 


ÃO DE INTEGRAL DUPLA 


s) uma função definida no conjunto limitado B e L um número real. Dizemos 
; Ri 





) EI ip) Ax; Ay; 


i=lj=1 


ndo À tende a zero, e escrevemos 


lim z O ) Ax; Ay; = E 
590 ;=1]j=1 


O dado, existir ô > 0, que só dependa de e mas não da escolha de X,,, tal que 


z E SGA Ay; — L|<e 


i=1lj=1 








mição P, com À < 6. 
D L, que quando existe é único (verifique), denomina-se integral dupla (se- 


mn) de f sobre B e indica-se por ||. f(x, y) dx dy. Assim 


J), f(x y) dx dy = dim z Z fx ip) Ax; Ay; 


Oi=1j=1 





x y) dx dy existe, então diremos que f é integrável (segundo Riemann) em B. 


área de B = J), dx dy 


= integral exista. Deixamos a cargo do leitor a justificação para esta definição. 
Z v)integrável em B, com f(x, y) = O em B. Seja o conjunto 


área de B por 


A = (x,y, JEIR (x )EBO<z<f(x)). 


| 


o volume de À por 


volume de A = J), f(x y) dx dy. 
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EXEMPLO. f(x, y) = k, k constante, é integrável no retângulo R = ((x, y) E IR/ ja<xs 
bc<sy<d)e | 


A 


uaca="6-a(a-o 


Solução 
Para toda partição P de R 
n m n m 
» Im ) x; Ay; = = e k Ax; Ay; 
i=lj=1 i=1lj/=1 
n m 
k 5 po Ax; Ay; 
i=1lj=1 
=k(b—a)(d-—c). 
Segue que 
lim z z k Ax; Ay; = k(b — a) (d — c) 
AS0;j=1j=1 
ou seja, 


Ijkiró=eb-a(a-o 


Se k > 0, | k dx dy é o volume do paralelepípedo a <x<b,c<y<de0<:<k 





Para podermos enunciar uma condição suficiente para integrabilidade, precisamos antes 
definir conjunto de conteúdo nulo; é o que veremos na próxima seção. 
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3 CONJUNTO DE CONTEÚDO NULO 


=a D um subconjunto de IRZ. Dizemos que D tem conteúdo nulo se para todo e > O 
-xistir um número fimto de retângulos A,, As, ..., An tais que 


DCA(UAU..UA, 


n 
b5 m (A;) <eE 
i=1 
s(A;) é a área do retângulo A, 


I 
sso modo, dizer que D tem conteúdo nulo significa que D pode ser coberto por um 


finito de retângulos cuja soma das áreas seja tão pequena quanto se queira. Conjun- 
onteúdo nulo tem área zero, como veremos mais adiante. (Veja propriedade IV da 


.) 


D. Seja f : [a, b] — IR contínua em [a, b]. Prove que o gráfico de ftem conteúdo 


: ontínua em [a, b], f será integrável em [a, b]. Então, dado e > 0, existe ô > O (com 
ndo apenas de e e não da escolha dos c; em [x; — 4» X;]) tal que 

n b E 
D fHc)Axi — | 19) de|< + 
a 


i=1 








artição de [a, b], com máx Ax; < ô. Sejam s; € £;, respectivamente, os pontos de 
de mínimo de fem [x; 4, x;]. Segue que, para toda partição de [a, b], com máx Ax; < Ô, 





n b € 
X f(s;) Ax; — [ro ax|< 


i=1 








€ 
<—, | 
2 





n b 
| X fú)8m — | Foo dx 


g= toda partição P.a = xg <X1 <xw<..<xy-1<Xy = b, com máx Ax;< Ô, 
im 


h U p q a n 
Es) E. > [f(s) —Ripl ax; < e (verifique). 
Hetero o i=1 


o memos f(s,) + f(t;) parai = 1,2, ...,n. Segue que à área do retângulo A; é (veja figura 
seguinte) 






Tre) Pardais 2 cm 


RR Das ESSES 2 2 ea ooo, o oo.d ato o us om e e 
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Observe que os retângulos A,, Ag, ..., Ap cobrem o gráfico de f e, além disso, a soma das 
áreas destes retângulos é menor que e. Portanto, o gráfico de f tem conteúdo nulo. Deixa- 
mos o leitor pensar na demonstração no caso em que exista i tal f(s;) = f(t;). 

Seja 7: [a, b] — IR? uma curva de classe C 'em [a, b]. (Lembre-se: y de classe C! ema, b) 
significa que y tem derivada contínua em [a, b].) Pode ser provado (veja referência bibliográ- 
fica [20]) que a imagem de y tem conteúdo nulo. No que segue, admitiremos tal resultado. 

Seja y: [a, b] — IR“ uma curva. Dizemos que Y é de classe C por partes se y for contínua 
e se existir uma partição de [a, ba = g<h<b<..<= b, e curvas de classe C' 


ni: lt -pt)> RÉ O qe 1,2, osti) 
tais que 


y() = y(Demlt; - 1 til. 


” é de classe € por partes 


Tendo em vista que a reunião de um número finito de conjuntos de conteúdo nulo tem 
conteúdo nulo (verifique), resulta que a imagem de uma curva 9: [a, b] — IRº de classe C 
por partes tem conteúdo nulo. 


= 
Exercícios 2.3 "———D]]l]JToUJUõ....ç.sç:.e ee 


1. Sejam A e B subconjuntos do IRÊ, com A C B. Prove que se B tiver conteúdo nulo, então A 
também terá. 
2. Prove que o conjunto vazio tem conteúdo nulo. 


3. Prove que todo subconjunto do IRZ com um número finito de pontos tem conteúdo nulo. 
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UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA INTEGRABILIDADE DE 
“UMA FUNÇÃO SOBRE UM CONJUNTO LIMITADO 





BCIR?e seja (x9, Yo) um ponto do IR? que pode pertencer ou não a 5. Dizemos 
79) é um ponto de fronteira de B se toda bola aberta de centro (xg, Yo) contiver pelo 
=m ponto de B e pelo menos um ponto não pertencente a B. O conjunto de todos os 
fronteira de B denomina-se fronteira de B. 

























D 1. Seja B = ((x,)) E IR2Ix2 + y2< 1). A fronteira de B é o conjunto ((x, y) E 
+ y = 1). 


D 2. Seja B = (x )ElRIZ<y<x+ 1,0<x=< 1).A fronteira de Béo 


GUGU (0,9) CIRO <y<1)U (A, DEIRÉIISy<2) 


7. e Gp São, respectivamente, os gráficos das funções g (x) = Xeh (x) = x + Il, com 
1. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto B.) Observe que a fronteira de B tem 
são nulo. (Por quê?) 

sróximo teorema, cuja demonstração encontra-se no Apêndice 2, fornece-nos uma 
ão suficiente para que uma função seja integrável sobre um conjunto limitado. Antes 
«ciar tal teorema, lembramos que f se diz limitada em B se existirem reais q e B tais 


sra todo (x, EB a<f(x,y)S B. 


Teorema. Seja B € IR? um conjunto limitado e seja f: B — IR uma função contí- 
e limitada. Nestas condições, se a fronteira de B tiver conteúdo nulo, então f será 


secrável em B. 


icão. No teorema acima, a hipótese “f é contínua” pode ser substituída por “fé con- 

-m todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto de conteúdo nulo”. 

o que vimos na seção anterior, se a fronteira de B for iguala M U N, onde M é a reu- 

ge um número finito de gráficos de funções contínuas definidas em intervalos fecha- 

Na reunião de um número finito de imagens de curvas de classe C! definidas em in- 
ss fechados, então a fronteira de B terá conteúdo nulo. 


IMPLO 1. Sejam f(x, y) = x + ye Bo conjunto de todos (x, y) tais que x? + y <1.A 
o f é integrável em B? Por quê? 


pote 


sontínua e limitada em B (verifique). Por outro lado, a fronteira de B é a imagem da cur- 
de classe C! dada porx=cost,y=sení tETO, 27]; logo a fronteira de B tem conteúdo 
» Segue do teorema anterior que fé integrável em B, isto é, a integral 


cx +» dra, 


O 
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EXEMPLO 2. A função f do exemplo anterior é integrável no conjunto 


B=(K)EIRIC<y<i+Ã,-1<x<1)? 


Por quê? 


Solução 





fé contínua em B e é limitada em B (verifique). A fronteira de B tem conteúdo nulo, pois 
é a reunião dos conjuntos D,, D,, D e Dy, onde D, é gráfico dey =x, —1 =x l;D,0 
gráfico dey = 1 +x,-|l<x=< 1; Dy a imagem da curva x = 1,y = t, I<ts2;D,a 
imagem da curvax = —1,y = 1,1 <t< 2. (Observe que as funções y = ce y=1l+x"são 
contínuas e as curvas mencionadas são de classe € ) Segue que f é integrável em B. 





EXEMPLO 3. Seja B o círculo x + y < 1. Sejaf: B — IR dada por 


= Isey =0 
SG) = E se y <0. 


fé integrável em B? Por quê? 

Solução 

A fronteira de B tem conteúdo nulo. A função f é limitada em B (para todo (x, y) € B, —1 = 
f(x, y) = 1) e é descontínua apenas nos pontos (x, 0), —1 = x = 1. Como o conjunto dos 


pontos de descontinuidade tem conteúdo nulo, segue que f é integrável em B. 


EXEMPLO 4. Seja Bo quadrado -I<=x<=1,-1<ysS1. Seja f: B — IR dada por 


Fe y) e x? «+ 
l se (x, y) = (0, 0). 


x? 
E NES se (x, y) E (O, 0) 
4 


fé integrável em B? Por quê? 
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LU 














Fronteira de B tem conteúdo nulo (verifique). fé limitada em B, pois, para todo (x, y) E B, 
S f(x, y) = 1. Afsó é descontínua em (0, 0); logo, o conjunto dos pontos de descontinuidade 


a conteúdo nulo. Segue que f é integrável em B. 


PROPRIEDADES DA INTEGRAL 


seguir, vamos enunciar sem demonstração algumas das principais propriedades da 
E 


Sejam fe g integráveis em B e seja k uma constante. Nestas condições, tem-se: 


D f+ gekfsão integráveis e 
a) Il. [FC )) +g(x, y)ldx dy = |. fl, y) dx dy + |). g(x, y) dx dy 


») JJ Mris ax dy = kJ fx dra 


D f(xy)=>0emB> Bt: Wdirdy >0. 
ID SG; 9) <8 059) em B=> |f f(x,y) drdy = ff g(x, 9) drdy 


IV) se B tiver conteúdo nulo, então 
1),* (x,y) dxdy =0. 


V) seo conjunto ((x, y) E Blf(x, y) £ g(x, y)) tiver conteúdo nulo, então 


1);$ (x, y) dx dy = | J,s (x, 3) dx dy. 


VI) se ffor integrávelem B, e BN B, tiver conteúdo nulo, então 


Doonf ») dx dy =] ») dx dy + JJ£6s ») dx dy. 


— Antes de enunciarmos e provarmos a propriedade do valor médio para integrais, vamos 
dembrar as definições de conjunto fechado e de conjunto compacto apresentadas no Volume 2. 
Seja B C IR. Dizemos que B é um conjunto fechado se o seu complementar ((x, y) E 
* | (x,y) É B ) for aberto. Deixamos a seu cargo verificar que B é fechado se e somente 


e B contiver todos os seus pontos de fronteira. 
Seja B C IR”. Dizemos que B é um conjunto compacto se B for fechado e limitado. 


VD (Propriedade do valor médio para integrais). 


Suponhamos f contínua em B C IRÊ, onde B é um conjunto compacto com fronteira de 
Semteúdo nulo. Suponhamos, ainda, que dois pontos quaisquer de B podem ser ligados por 














46 Um Curso de Cálculo — Vol II 


uma curva contínua, com imagem contida em B. Nestas condições, existe pelo menos um 
ponto (r, s) E B tal que 


| Ri ») dx dy = af(r,s) 


onde a é a área de B. (Interprete, geometricamente, supondo f (x, y) = 0.) 
Demonstração 


Como fé contínua e B compacto, pelo teorema de Weierstrass existem (xp, Yo) € (xy, 1) 
em B tais que 


F Og) <Í 0,7) <FO4,)1) 
para todo (x, y) em B. Daí, 


J);s (cg: Yo) dx dy = Hs (x, y) dx dy = Wtos. vp) dx dy 
e, portanto, 
O a f(x Yo) S RAS Wdxdy <= f(x,y) 


onde a é a área de B. Se a = (), então teremos, também, | | f (x, y) dx dy = 0; logo, para 
B 


todo (r, s) em B 


1),f 65») dx dy = af; 5) 


Suponhamos, então, « + 0. Segue de (D que 


fo YO) S| renas, = f(x, »1) 


Segue da hipótese que existe uma curva contínua y: (a, b] — B tal que 


y (a) = (x9: 0) e Y (b) = (x4, 1). 
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7 E - La, b] — IR dada por 
8 (1) =f(y (9). 
'€ ysão contínuas, g será, também, contínua. Como 


st) =IVa)=SOoyDes Db) =fyb)=f(x 7) 


g(a)<S<ag(b) 


= J),$ (x, y) dx dy 


« 

É É contínua em [a, b], pelo teorema do valor intermediário existe 4y em [a, b] tal que 
gUp=s. 

(7, s) = (tg) e lembrando que 


8 Go) = fg) = Fr, 5) 


Jr s)=s 


1,» dra = are 9) 


à finalizar a seção, vamos definir integral de uma função f sobre um conjunto B quan- 


tiver definida em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto de conteú- 
D contido em B. 


à B um conjunto compacto com fronteira de conteúdo nulo. Seja f(x, y) uma função 
em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto D de conteúdo nulo, 
2 contido em B. Seja g: B > IR tal que f(x, y) = g (x, y), para todo (x, y) É D. Defi- 


| Mi (x, 7) dx dy = | J,s (x, 7) dx dy 


É que a integral do segundo membro exista. 
serve que a integral acima está bem definida, pois se A for outra função de B em IR tal 
ck (x, ») = f(x, y) em todo (x, y) É D, com h Integrável em B, então 


IE (3) dx dy = Jl,s O, y) dx dy 


Fm quê? 





TA DO ee 
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2 
EXEMPLO 1. Seja B o círculo xº + y? < 1. Sejam f(x, y) = midi ») 5 (0. 
e ey 


seja g : B — IR dada por 


2 
X 
pe e De lo VV AQ) 
8 (X, )) = x2 + y? ep) 
Õ se (x, y) = (0, 0). 


x? 
Como g é integrável em B (verifique), segue que | J. RR Re dy existe e 
às 


x? 
e = || added: 
J), PERO e p$ (Ox, )) dx dy 


EXEMPLO 2. Seja Bo círculo x” + y? 


S 1 e seja D a fronteira de B, isto é, D = ([(x,. 
IR* x? +y = = 1). Sejam 


l— x aossis 
ten pg, 
=x? — y? 


eg:B-— IR dada por 


sen (1 — x2 — y2) 
qe SE (e v) GE), 
gmy)=) 122092 €6)) 
] sexy ED: 





A função g é limitada Em B, pais para todo (x, y) E B, lg (x, yl < 1 (verifique) e é co» 


tínua em todo (x, y), com xº + y < 1. Como D tem conteúdo nulo, segue que g é integré « 
em B. Assim, 


JJ, com" LA ais dy = JJ, )) dx dy. 


|— x? 


(Deixamos a seu cargo verificar que g é contínua em todos os pontos de B.) 











3 


CÁLCULO DE INTEGRAL 
JPLA. TEOREMA DE FUBINI 


ÁLCULO DE INTEGRAL DUPLA. TEOREMA DE FUBINI 


retângulo R = ((x, y) E IRêla<x< bc<y<=djesejaf(x, y) integrável em 
da y fixo em [c, d], podemos considerar a função na variável x, definida em (a, b] 


x+H> f(x, 9). 


a cada y E [c, d], O) for integrável em [a, b], podemos, então, considerar a função 


b 
eQ)=) f(x y)dryE led] 


os uma interpretação geométrica para o (y) no caso f(x, y) = 0 em R. 
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b 
a (y) = ] f(x, ») dx é a área da região hachurada 
a 


O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração é deixada para o Apêndice 1, 


b 

conta-nos que se f(x, y) for integrável em R e se, para todo y E [c, d), | f(x, y) dx existir, 
a 

então a (y) será integrável em [c, dj e 







Dk 16% 9 dx dy = [ II [ta» a dy 


ou 
| J), IJ, y) dx dy = [ a0)4 


d . 
Segue da igualdade acima que se f(x, y) = 0 em R, então | o (y) dy será o volume do 
C 


conjunto limitado pelo gráfico de fe pelos planos x = a, x=b,y =, y=dez= oO, que 
concorda com a definição apresentada na Seção 3.3 do Volume 2, 3.º edição. 





Teorema (de Fubini). Seja f(x, y) integrável no retângulo R = ((x, y) E IRéla=< 


b 
x<b,c<y< d). Suponhamos que ] f(x, y) dx exista, para todo y E [c, d], e que 
a 





d 
| f(x, y) dy exista, para todo x E [a, b]. Então 
C 


fra ») dx |dy= [, fra ) E 


EXEMPLO 1. Calcule | J. (x + y) dx dy, onde Réoretângulo | <x<2,0<y<1. 








IS ») dx dy -[" 


Solução 


| Pelo teorema de Fubini 
, 
|. (x + y) dx dy e | 20» dy 


| 2 
onde a (y) = ] (x + y) dx. Para cada y fixo em [0, 1], temos: 
2 
2 xe 4 l 
a (y) = xtyd=|— +wo| =|>+2y|-|>+ 
0) J« ida E | [5 ] [5 ) 


o 
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a (y) = 5 + y. (Interprete geometricamente a (y).) 










É “Tr “eo O é 
+ y) de dy = 11 e +pas[oo= [[5 +00] = [(5+9)a 


É e 2 1 
a )) dy = 5 y+ É = 2, resulta 
. 0 
IN +y)ddy=2. / 


Jeometricamente | J. (x + y) dx dy. 


gora, efetuar o cálculo da integral acima, invertendo a ordem de integração. 


| J). (x + y) dx dy = í B(x) dx, onde B (x) = f (x + y)dy. 


a y) dx dy = NA (x + v) o» dx = [ho + + dx = NE + >) dx. 
0 


lp (x +) dry = 2. 


a d b ; 
o. À notação | | f(x, y) dx dy é usada para indicar a integral iterada 
cea 


E, ) ax dy, isto é, 


í [ f (x, 7) dx dy = df FP (mv) ax dy, 


[Jórasnarár=[" | [10 dy ds. 
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EXEMPLO 2. Calcule 
| p2 2p1 > 
a) | | xy? dx dy. b) /] xy“ dy dx. 
— 140 0+—] 
Solução 
1 p2 1 | p2 | | x2 
ddy=) || wdas=||5y 
o |)» ) ho [a Vea. 


| 4 1 (2 A 
Como | 2y? dy = 4 | ydy=-, resulta | | nv? dedy =>. 
—1 0 3 — 1 0 3 


b) [fo dy de= [)[' po? avja=2[[ mê dy|de= 


2 3 7 2 
=2[ 25 de= + | E 
o 3) 3 Jo 


Ê 
dy = | 2y2 dy. 
0 1 


2 2 el 4 
Como | x dx = 2, resulta | | mw dydx=-. 
0 0 4-1 3 


EXEMPLO 3. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que 0 <= x = 1,0=y 
le0<:<xv+y 


Solução 


O volume de tal conjunto é 


[025% aca 





onde Béoretângulo0 =x<=1,0=y= 1.Temos: 


1[ el 1| x3 1[1 
|), «x +yó)dxdy RIR + ax |ay NE + xy |s EREdE 
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l 
l l y* Fé 2 
-+y2 |dy=|>y+ — = +, resulta || 2 + y2) dxdy = +. 
E ?| y EE | 3 o yº) y 3 


) 4. Calcule | J, xy dx dy, onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que O = x = 
= 2 


= 28 . 


' ângulo 0 <x=<1,0<y< 1.Seja F (x, y) definida em R e dada por 





xy se(x, y)EB 
O se(x,yÉB. 


F(,y)= I 


Boyd dy = J.r (x, y) dx dy. 


a de Fubini, 
Ras y dx dy = / | f Fla, 9) dy dx. 
ixo em [0, 1), 


l e | 
gw =[ FG dy= [Fa +], FG) dy 
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Como F (x, y) = O para x < y = 1, resulta 


g() = fra Wdy= [o dy. 


Segue que 
| | di el [ gl di 
Fá y=), o y . 
Como 
x? 2 4 5 
my dy=|» É Pal 
2 0 Z 
resulta 


x? 
Observação. £ (x) = |, xy dy é a área da região hachurada. Por outro lado, 


|), var ay = f B(x) dx = 1 o o] dx 





é o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que 0=<=x<1,0<y=s Xe0<z< X). 


Vamos, agora, calcular |] xy dx dy, invertendo a ordem de integração. Temos: 
B 


J).r (x, y) dx dy = [ Ni (x, Y) ax dy. 
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da y fixo em [0, 1), 
J I 
O=) Fx ya 


7 | 
- [º F(x, par+ F(x, y) dx. 
à 





(&)=0 para 0 <x<./y, resulta 


1 
es) F6s 3) dx = [ x de. 


[ 
" S; 
HI) 
que (x,y) É BparaO0 =x <./y; logo F (x, y) = O para O = x <./y.) Segue que 


My 


JJ,r (x, y) dx dy -[ pr xy às dy 


cínio análogo ao do exemplo anterior, provam-se as seguintes consegiiências 
de Fubini. 


o 1. Sejam c (x) e d (x) duas funções contínuas em [a, b] e tais que, para todo 
2. € (x) = d (x). Seja Bo conjunto de todos (x, y) tais quea <x <= be c(x) < 
» Nestas condições, se f (x, y) for contínua em B, então 


of 6 s)aras = [" | [tia o] da. 





acido aii 
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1),t (x, y) dx dy =? 


Primeiro calcula-se, para cada x fixo em [a, b], a integral de f(x, y) no intervalo [c (x), 


d (x)]: 






d(x) 
BO =) 16 9dy 










Tem-se, então: 


fonas-[noa-fftanoja 






Corolário 2. Sejam a (y) e b (y) duas funções contínuas em [c, d] e tais que, para todo 
yE lc d],a(y) = b (9). Seja Bo conjunto de todos (x, y) tais quec<sy<da(y)=< 
x = b (y). Nestas condições, se f (x, y) for contínua em B, então 


fts) ay = [º | ff) ax dy 











1),+ O, y) dx dy =? 
Primeiro calcula-se, para cada y fixo em [c, d], a integral de f(x, y) no intervalo [a (y), b (y)]: 





b(y) 
aO)=[ fd 
a(y) 






a() 





Em seguida, calcula-se a integral de « (y), para y variando em [c, d]: 


te mara = [ara [O [ra àx|ay 
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LO 5. Calcule | Jss — y) dx dy, onde B é o semicírculo + y? <1,x=z0. 


x em [O, 1], 





B (x) = 2x1 — x2. 


Ne» dry = eco de= | Ls é . 


Ja —» dx dy -[ 2xJ1— xº dx. 


udança de variável 
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Vamos, agora, calcular ] J. (x — y) dx dy invertendo a ordem de integração. 


Para cada y em [—1, 11, 






b(y) gb: y? 
aD=[ G-pa=[" «ya 
DO) ==? 
el 


(Observe que a (y) = 0.) 





ou seja, 
2 Ag 2 
x pe 
6)=[5-— 19] = ywl-y2. 
2 0 2 
Então, 
| E ll-y 
on ása=[ ama=[ IP asa 
B -1 -1| do 
ou seja, 









1,tx — ») aray= RE == Ja 


| 
Observe que ) yl=y2 dy=0, pois o integrando é uma função ímpar; por outro lad 
a 
Em, , 
como a é uma função par, resulta 








| 1—y? | 2 
dy= | lg dy. 
,, 2 á gs dd ni 3 


Portanto, |] (x — 3) dxdy = a] 
B 3 









Cálculo de Integral Dupla. Teorema de Fubini 59 


EO 6. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que x = OQ, v=0,% + yss 
» 
E x. 


[fofo ») dx dy 
B 










+ RR 

B (x) - | , (1 -x?)dy é a área 
o 

da região hachurada 







|l— x 1— 
BW) = J. A-x2)dy=(1— 22) J. d 





x) dy=( O id —9)=1 cg 


E d Segue que 


fla 42) de dy = [ec a = j J ““q=3 dy dx 


1- x* e Bo triângulo x >0,y=0ex+y<1.Para cada x fixo em [0, 1], 


—-— 
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ou seja, 


l 
|] A — x2) dx dy = | io a ar É do, 
B 0 12 


EXEMPLO 7. Calcule | | xy dx dy, onde B é o triângulo de vértices (— 1, 0), (0, 1) e (1, 0). 
B 


Solução 


1 (b() 
No asa =[,| » de| dy 
B O | “a(y) 






x=ey)=y-1| €—— animando = D(y) =] =y 


Comoa(y)=y-— 1leb(y)=1-—y,resulta 


pm 
b(y) E y 2 pcaradit —-12 
| x de= | mds= | | O a de AD ei ERA 
a(y) a 2 e 2 2 


Assim, 


Do ara =[ IR ax dy=0. 


(Interprete, geometricamente, este resultado.) 
Vamos, agora, calcular a integral invertendo a ordem de integração. Seja B, o triân 
de vértices (— 1, 0), (0, 0) e (0, 1); B; o de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1). Temos: 


|| xy dx dy = |] xy dx dy + [| xy dx dy. 
B B, B, 


Io indie In | f o é des In x(1 a a 
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11, de as= [| » vas de= [ 402 dx. 





Ó l 
xy dx dy = ] (+ 282 4203) d+ fo (328º 45º) de|=0 


E 
2 


E: « Calcule | Rx dx dy, onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (0,1). 





b(y) bi 
|, e dr = |: ai dDE= ye) 


t 


E ani É ese T 
"du dv = | a dy & - — ey | 
J,º = + y : 


e | E nie (=, 
did B 2 


E como as coisas se complicariam, invertendo a ordem de integração. 
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1 l 
EXEMPLO 9. Inverta a ordem de integração e calcule , | ] E sen x? ax d). 
y 


Solução 


Precisamos primeiro descobrir a região de integração. Na integral 


A | Le sen xº às dy. 


o y está variando no intervalo [0, 1] e, para cada y fixo em [0, 1], x varia de NÉ até 1. 
região de integração é, então, o conjunto 


B=((xgW)EIRIO<y<1, y<x<1). 





Temos: 


Como 


se x Sen x 
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2 


sen x? o] = : (1 pos): 


IRIA 

010 

s | 42 — 362 

 Inverta a ordem de integração na integral J, / F(x, y) os onde 


X 


ia contínua em IRZ 


s determinar a região de integração. Na integral 


“Oi 


d f(x, 9) a dx 


jo em [0, 1] e, para cada x fixo em [0, 1], y varia de x até 1/2 — x2. A região 
então, o conjunto B de todos (x, y) taisque0<x<=1,x<y<,2-—x2,ou 
do plano compreendida entre os gráficos das funções y = xe y = (2 — x2, 





o 
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onde B, é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (0, 1) e B; 0 conjunto de todos (x, y) tais que | 


0O<x<li<y<y2-—x2. 





[1,f 653) dedo = | Jo fee» ax dy 


1)! (x, y) dx dy = p” IN fc, )) de dy. 


O 
Assim, 


f IN 165») ] ax= [ | Jo fc» ax dy + pº IN Fa» dq dy 


EXEMPLO 11. Utilizando integral dupla, calcule a área da região compreendida entre 
gráficos das funções y = xe y= — x +x+1,com —l<x<l, 


Solução 


Seja B a região dada. Temos: área de B = |), az dy. (Veja Seção 2.2.) 


|), ax dy= HI x? o n 
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-=xº + x +1 = | 
| dy=DbU tt t=-P+rx+I-x=—+1 


Jd dy = [e +Dd= - 


. à área da região dada é 


vo | 


PLO 12. Inverta a ordem de integração na integral 
3| p4x— x 

| | f(x, ») dy | dx. 
O | dx 


precisamos descobrir a região de integração. Para cada x fixo no intervalo [0, 3], y 
ar de x até 4x — x: a região de integração é o conjunto 


0<x<3ex<y<4—x 





y=4x- x 


s expressar x em função de y. Temos 


y=4-"vox-4+y=0. 


(= 44167 4y 


2 
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ou seja 





Para inverter a ordem de integração vamos precisar dividir a região de integração em duas 
regiões. 





Temos, então: 


f 1 o 4 (x, way ds= [ p e = fm, ás dy+ í Ep f(x, 7) à 


EXEMPLO 13. Inverta a ordem de integração na integral 


IN | h sx» dy dx. | 
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de integração é o conjunto 


js expressar x em função de 3. 


3 


y=senx,0<xS— 


> 


x=arcseny,0<y< il. 


y=senxS) = sen (17 — X). 


T-— x = arc seny 


X = —arcsen y. 






x = arc sen y 


> x=n-areseny 


ed 
2 
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Logo, 


E roma a= [IT ranas|os 


EXEMPLO 14. Inverta a ordem de integração na integral 


ES. 


l x 
/2 SO) oa 


onde O <a < In/2. 
Solução 


A região de integração é o conjunto 


=: 
sm: 
2 


X “A 
b<rxsad ce SS 


X a” 


Poielo VC df = 2Z=0 


a 
2 








e, portanto, 
n 1+ 17 
et =———, 
4 
Logo, 
1+ (17 
o«=n "E 


Vamos, agora, expressar x em função de y. 
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e eo x=In2. 


y=-ec* SS €Y-ey-1=0 


(2 +4=bled>0 


na expressão acima deve ser descartado. Logo, 


+92 +44 
= po PE É 


Z 


Le E se 
LP tanoju=[ CI 2 sanara+ 


x 


— 








O ci 
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- j 2 1: (x, )) ax dy + fer 1; as (x, ) a dy. 


eº Ene: a» 


: 144/17 
2.º caso: a = à = nº 





Observe que 
Lo +17 
mem e prece é 
2 8 
A integral dada será, então, igual a 
ER] 





] JE TA 


Pi tuna d+ 


3.º caso: a<a <= Inn/2. 


IN (49) ax dy. 
In 2y 
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É caso a integral dada será igual a 


In à dugio  pd ha e!—- e EA AESA 
|, 2 (ep) da dy + | fe, y) dx | dy + 
i 2 
= €" a 
+ |2 Ff, y) dx|dy. 
E = "| 01h23 
ção. Para a = In «/2, a última integral se anula. 


s 3.1 








io retângulo | <x<2,0<y< 1. Calcule gi f(x, y) dx dy, sendo f (x, y) igual a 





x +y 
Cos xy 


sen 7 = 
1+x2 +2y + y? 


1) (x) e g (y) duas funções contínuas, respectivamente, nos intervalos [a, b]e [c, d]. Prove 


IN) fO)8 0) dx dy = J; f (0) a(Jºs (9) do) 


iéoretânguloa<x<bhc<y<d. N 


ido o exercício 2, calcule 


JA) m) 
LN 

Es Ee onde Aéoretângulol <x=<2,2<y<3. 

| mr T q 

E cos 2y dx dy, onde A é o retângulo O < x = 1, — Pia VS FE / 

| | tn 
Fa am - 

x Inydxdy,ondeAéoretânguloO<x<=2,|I<y<2 4 04 4 
Ny | 


E er —y dx dy, onde A é oretângulo —|I <x<1,0<y<3. 
2 x JA 


sen l 
——— dx dy, onde A é o retângulo O < x < pace 0O<y<-, A 
l+4y 2 FA | 
se l 
+ dx dy, onde A é o retângulo 0 = x = gm 0=y=<1. | 
a 1+4y 2 Ê 
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4. Calcule o volume do conjunto dado. 
Pá 
a) (xy DEIRIO<r< Bye) Cie É vb 


» Ea gy DEIRÍIO<rÃ<2, |l<y<2,0<:? < x). 
Risoto IR VO mega 6 Duca EI ape =, 
O Gy delRiIO<i<10<y<1,2+y)<7<2). 

ee) (Gy DEIRII<x<20<y<Lr+y<i<x+y+2) 
Pigr)ElRIO<x<LO<y<LIi<i<e id 


5. Calcule ] | » dx dy onde B é o conjunto dado. 
B 


ea) Béo triângulo e vértices (0, 0), (1,0) e (1, |. 
o») B = ((x, y E IR =1X4S4. gn 
“é Bé é o conjunto de todos (x, y) tais que x? + 4y? < 1. 
A B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (2, 1). 

e 


):B é a região compreendida entre os gráficos dey =xey = x, com O < x < 2. 
pi Béo pasmo de vértices (— 1, 0), (0, 0), (1, De (0, 1). 


| Eita semicireniasé +y <a, y>0. 
h B=(kgWNEIREI-x=>0,% =3<y<0). 


6. Calcule |] f (9) de dy tendo dados 
B 


a) f(x, )=xcosyeB=((xyEIRZIx=>o0, É <y<m). 
Dfw)=weB=((gy)EIRIX+y<2,y<xrex>0). 
e) f(, y) = xe Bo triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (2,0). 


D fo p)= x + y? eBoretângulo)<x<1l,0<y<=1. 
f(x y)=x+ ye Bo paralelogramo de vértices (0, 0), (1, 1), (3, De (2,0). 


e | | 
pray =LeB= | ypelmin<, sao s< 1) 
In y y 


(Ff y)=xycosxeB = (x) EIREIO<r< Ly<y< 1). 


h) f(x, y) = (cos 2y) 4/4 — sen2x e Bo triângulo de vértices (0, 0), o, z) e [= z) | 


D) O, ) =x + ye Ba região compreendida entre os gráficos das funções y = x e y = 





| com0<x= il. 
DB fm, y) = ye eBoretângulo0<x<l,i<y<2. 
Dfwy)=rcosyeB=(Kgy)EIRIy>)X+y)<2). 
m) f(x, )) = xe Bo conjunto de todos (x, y) tais que x = y = o 5) 


n) f(x, y) = xe Ba região compreendida entre os gráficos dey = cosxey = 1 — cosa 


1 
dE 
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fQXy)=1leBaregião compreendida entre os gráficos dey = senxey = 1 — cos x, 


o 
com 0<xs—, 


j=l+yeB=[w, )EIRIVx <y<1 


(x, y) = xe Bo conjunto de todos (x, y) tais que y >x ex <y<x+2. 





ty) = s E e Bo conjunto de todos (x, y) taisque l<x = 4e0<y <vx. 
Ae 


1 a ordem de integração. 
Er: y) dy dx. b) f J: 7 (25:38) o dx 


E; 


3 l À Ran 
F Ux.) ar d). iÔ F J Fer f (x, )) ] dx 


“E 7 1-9 dy 
dy; f (x,y) dy | dx. NRP f(x,y) | y 


a 


' l e” 
1,9) dy dx. p |), | RACE ax dy 






fama] d) Pta noa a 


l E tg x 
1659) | dr. m ]ó | | 1x» dy dz 
| 3a 
Era na]as ) | e” 1a )) dy | dx (a > 0). 
“19 dy dx. 7) Ina f (6,9) o] dx 


E +17 


| Ensre pala Ss) f IN f (5,9) | 
| 
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8. Calcule o volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto.) 


a) *+y<lexr+y+2<1<A4 
bx20,y>0,x+ty<le0O<z<x +) 


N 


- Usysl-xved<z<=1=-y 
CAXAPASI EA 
e) *+y<sexty<i<x+y41. 





Dxz0,x<y<le0O<z<e 

£) W+y<aey+7<a (a > 0). | 
h) SI pldelsr 

)xtytz<l,xz20,y=0€e7z0. 

j x<y<1,x20,:>0e7 + +xy <2%. 

) * tyis soe 

m) x<:<l-yexz>0. 

n) 4x +t2y<zsIkKk+y+ lx=0eyz0. 


0) O<z<senye yr <y< %r. 
9. Utilizando integral dupla, calcule a área do conjunto B dado. 


a) Béo conjunto de todos (x, y) tais quelnxsy<l+inxyz0ex<e. 
b) B=|(x,)) EIR? [x <y<vx) 
c) B é determinado pelas desigualdades W<ixsysx+tlexz0. 


4 
d) p= jo nemi>o lee +) 


X 
e) B é limitado pelas curvas y = *-xex= y dis 














f 









UDANÇA DE VARIÁVEIS NA 
INTEGRAL DUPLA 


LIMINARES 


x )) = q (u, v), (u, v) E O, uma transformação de classe C! no aberto Q C IRZ. 
n retângulo, de lados paralelos aos eixos, contido em (. 


u,+ du constante 
u, constante P 


y 


vo + 4 v constante 






! — — 


o(A) = (p(u v) E IR?| (u, v) E AJ. Assim, « transforma o retângulo A no con- 
Estamos interessados, a seguir, em avaliar a área de B, supondo Au e Av suficien- 
pequenos. 

vamos, inicialmente, que se y (1) = (x(t), y(t)) for uma curva de classe Cc. o com- 
s = s (t) do arco de extremidades y (a) e y (t) (a fixo) é (veja Volume 2) 


y (8) 


4 
stije J. yu) Il du. a 


v(a) 
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Pelo teorema fundamental do cálculo (observe que Il y' (u) Il é contínua, pois estamos 
supondo Y de classe Ed 


ds 
— =||y(6)|l 
E y (2) 


e, assim, a diferencial de s = s (f) será 


ds=1y' (o) Il dt. 





yY(t+ At) 





Deste modo, teremos 


As= ly (DI At 


onde As é o comprimento do arco de extremidades  (t) e y (t + At), com At > 0. Eviden- 
temente, a aproximação será tanto melhor quanto menor for At. 

Como Y (1) é um vetor tangente à curva y, em Y (t), segue que y' (1) At será, também, 
tangente a esta curva em 7 (1); além disso, o seu comprimento Ily' (1) Adll = 1 y' (1) II At é 
aproximadamente o comprimento do arco de extremidades yv(Dey(t+ AS. 


Y(t) At 





Voltemos, agora, ao nosso conjunto B. A derivada a (49, Vo) desempenha (em relaç 


à curva v +> q (ug, V)) o mesmo papel que y' (f). Pelo que vimos acima. 


E (ug, V0) Av 








é aproximadamente o comprimento do arco MQ. Do mesmo modo, 


Au 








E (ug, Vo) 


é aproximadamente o comprimento do arco MN. 
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P 
ay (ug, Vo) Av 


N 


ày 
a (Us, Vo JA U 









Re você aprendeu em vetores, a área do paralelogramo determinado pelos veto- 


> Vo) Au e ce (ug, Vo) Av é: 






























(ug, Vo) du A [E (ug, VO) ay) = E (49, Vo) A + (ug. Vo) Au Av. | 
| 

área de B = Ig (ug. VO) A e (ug, Vo) | Au Av. 
2, (4, v) um ponto qualquer no retângulo A (Ug<u <ug+Auevy<v<vo+ | 


E. Es o o fe 
2 vista a continuidade de = E a e supondo Au e Av suficientemente 
u 


cmos: 


dp q OD um meus 0 
“a (u, v) = = (ug. Vo) € Ea (u, V) = E (ug, Vo). 


para todo (u, v) E A, 






área de B = E (u, V) A e (u, V)|| Au Av. 











Tr it) ig “e a tm, 


“se mudo. o número 


ki 


bi 











e (u E >» Eu v) 








pode ser interpretado como um fator 





sumiiação (ou contração) Ca de área. | 
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De (xy) = q(u, v),x=x(u, v)ey = y(u, v), segue 


Pi ja y 
Ip OP avel%X HD gl-ldu dl, 
tdo a E 4 à oy|* 
A bd, dv o 
dv 
Como 
à dl jd d 
du dul-ldu od 
à | |dy dy 
dv o du 
resulta 
à 
dO (u,v) A SL (u, v)= 5 a k 
du dy 
onde 
à dk 
(x) |du O 
(uv) | &Y 
du 


é o determinante jacobiano da transformação (x, y) = p (u, v). Assim, 





isto é, a norma do vetor a (u, V) A - (u, v) é igual ao módulo do determinante jacobiano 


da transformação (x, y) = q (u, v). 





EXEMPLO. Considere a transformação q dada por x = pcos 8ey = psen 6 (coordenadas | 
polares). 


a) Calcule o determinante jacobiano. 
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s s=tângulo (no plano p6) situado no 1.º quadrante, de lados paralelos aos eixos, 
mmentos Ap e AQ. Avalie a área de B = q (A). 


Ox 
(x, 7) dp 96 | |cosd —pseng A 
o(p, 6) dy dy “I|sen6 pcos6| * 
op dB 








8 + A 0 constante 


6 constante 


JE 


| dP | 
| 


Es) 








X 


p+ Ap 
ua + A p constante 


p constante 


área de B = p Ap A6 


Em dp Mx, 7) 
9) A Er (p, o) (9,6) 


=» o do arco MQ é p A6. Deste modo, a área de B é aproximadamente a área de 
» de lados Ap e p À O. 





= p. Observe que o comprimento do segmen- 





CA DE VARIÁVEIS NA INTEGRAL DUPLA 


C IRº => IR”, Q aberto, uma transformação de classe C “e seja B,y um sub- 
= 9) Seja B a imagem de B,,, pela transformação q. Suponhamos, por um mo- 
— seja um retângulo de lados paralelos aos eixos e que q seja injetora no inte- 
O interior de B,,, é, por definição, o conjunto formado pelos pontos interiores 


P=((u,v)li=0,1,2,..,nej=0,1,2,...,m) 


rmicão de Do 
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ij di É ci 
E) Cj Pp =y E; Dj) 


Seja R;oretângulou; | <u<u;,v;. | <Sv<v;eseja B; a imagem de R,; pela q. Temos: 


” 


área de B;; = [E a. E (u;, Vj) Au; Av. 








Consideremos, agora, uma função f (x, y), a valores reais, contínua em B. 
Indicando por a (Bj) a área de B,; devemos ter 


O |tes y ax dy= 2 E GPB) 


sendo razoável esperar que a soma do 2.º membro tenda para a integral do 1.º membro quando 
À tende a zero, onde À é o maior dos números Au, e Avii=1,2,..,nej=1,2,...,08 
Como 


A o si a qi 
a(Bij) = E (dj. Dj) A O (, 7) | Au; Av; 








(x, Yj) = CU, Vj) 


resulta que a soma que aparece em (1) é aproximadamente 


Au ; Av;. 


i=lj= 


q) : > f(p(ã, 7) 











“ND dp — 
o io 5) A SO (mi, Dj) 





Da continuidade de f(« (u, v)) - (1, V) A co (u, v)| no retângulo B,,, segue que (2) tende a 














dp dy 


SE qu vV) A E! (u, v) | du dv 











) J B,, Fou, v)) 
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p À tende a zero. É razoável, então, esperar que 


1 15 9) de dy = |] fo, v) du dy 


ce (y, gi o E ao v) 





















(x) 


If, f(x,y) dx dy = IM F(p(u, v)) TM 


du dv 













JO vimos na seção anterior, 


dp (Mx, 9) 
[ár coma Gen = [e 





imo teorema que enunciaremos sem demonstração (para demonstração veja refe- 


IC E ráfica [33]) conta-nos que condições são suficientes impor a f, q e B, para 
verifique. 


seja A um conjunto. O conjunto dos pontos interiores de A será indicado por Á. 


ema (de pn de variáveis na integral dupla). Seja q: O CIR > IRZ, OQ 
le classe “Bia sendo q dada por (x, y) = q (u, v),comx = x (u, v)e vy=y(u, v). | | 

É O, B,y compacto e com fronteira de conteúdo nulo. Seja B a imagem de | 
ÉEB=q (B,,). Suponhamos que PB) =B. Suponhamos, ainda, que q 


sível no interior de B,, € que, para todo (u, v) E Bu. ps + 0. Nestas 
s. se f (x, y) for integrável em B, então ck 


|). I (x,y) dx dy == J), Teu v)) en dia ali 


o(u, v) 





|), fa pará =? 


O(x, y) 


= v),y=y(u,v); dx dy = E dic dy 








Buy (no plano uv) tal que B = q(B,,). 


SO, 9) 


ris mario = [rem mr my] SE e 





De du dv. 
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postas dx dy, onde B é o trapézio 


EXEMPLO 1. Calcule | J, Ea 
sen (x + y 


Solução 


If cos (X — 3) ara à 
B sen (x + y) 


Façamos a mudança de variávelu = x — y,v = x + y. Temos: 


u=x—y Z iê 
&S 
V=a+y v u 
272 
De 
à dx 1 É 
Rpm (Z2s 
o (u, v) dy dy 1 1 2 
ou dv 2 2 
segue que 
pet a grid 
o (u, v) 2 





Observe que a transformação (u, v) = iy (x, y) dada por 
U=x—y 
= X + y 


é a inversa de (x, y) = q (u, v) dada por 





e que q é de classe C!emIR? 
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- vamos determinar B,, de modo que B = q (B,v). Como é a inversa de q, 


». que B,,, é a imagem “de B pela . 


au Ra 
o pd: 


» +y=2 


Da 





transforma as retas x + ) 
;=2,v=uev= —u. Observe, ainda, que (Buy) = B 


=t,x+ty=2,y=0ex=0, respectivamente, nas 





s (x — ins IA cos. + du pau = | / cosu ly. 
E ds: SEM V — vy Sen v 
E 





V 
v cosu sen u 
| du=|— = 2 
—y sen V sen v |, 


fl, E day (are 


2. (Envolvendo coordenadas polares.) Calcule 
|), sen (e + y>) dx dy 


8 5 5 semicírculo xº + y <1,y=0. 
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Solução 
Façamos a mudança de variável 


x=pcos0. “| d(x, 9) 
O pb irás = 


do d6 
2(p,0) |? 





[a 
o(x,y) -|dp 00 


cos 0  —psen6 
sen O pcosô 








op 00 


dx dy = p dp do (p > 0). 


Como este resultado irá ocorrer várias vezes, sugerimos ao leitor decorá-lo. 
Vamos, agora, determinar By tal que B = q (B,6), onde q é a transformação (D. 


Assim, 





Para que o ponto S$ permaneça no semicírculo B é suficiente que 6 pertença ao intervalo [0, 
e p ao Intervalo [0, 1]. Quando o ponto (p, 8) descreve o retângulo Bog = ((p,0) E IRÊ 10: 


p<=1,0=0= 7),o ponto S descreverá o semicírculo B. A q transforma o retângulo B poB 
semicírculo B. 
Temos, então: 


dx dy 
| sen (x? + y?) dx dy =|) sen p?- p dp dO = | p sen p” dp do. 
B Ejs Bs 
Como 


1 
Im p sen p* dp dô J, ), psen pé do | dO =x 3 cos p 
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|). sen (2 + y2) dx dy = a — cos 1). 


bs ervação. Note que q é de classe é! em IRZ. p é inversível no interior de B,9 


Boo) = — B. Além disso, para todo (p, 0) E Boo. 


serve que B,9 = ((p, O) EIRZIO<p<1,0<0< q) 


EMPLO 3, Calcule J), x? + y2 dx dy, onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) 
1). 


lução 


nudança de variáveis para coordenadas polares elimina a raiz do integrando, o que pode- 
ilitar as coisas. Vamos, então, tentar o cálculo da integral em coordenadas polares. 


x=pcos0 . o 
pa dx dy = pdp do. 


mos, agora, determinar Bop: 





= sec 6. 





ão da reta x = 1 é, em coordenadas polares, p cos 6 = 1, ou seja, p = 2 
cos 


r o cá ' ' 
modo, para cada 6 fixo em O. a| p deverá variar de O a sec 0. Bgp é, então, o con- 


seo de todos (8, p) tais que O < 6 < e 0 < p< sec 0. 








4 
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Temos: 
|. Ju? + y2? dx dy = Da? popa = Da dp do. 
Como 
see! a]ao! [5 eso 
= 1 sec 61g0-+n(sec0-+180)]9 
resulta 


1), x? + y? dx dy= [2 + In (1+ (2) 


(Veja: | sec? dg = ] sec 8 sec? 8 dO = sec 0 tg O — ] sec O tg O tg 0d0 = 


I / 
7 B 
= sec O tg 60 — | sec? 0 d0 + | sec 9 dO; 
portanto, 
2 | sec? 0 dO = sec Otg 6 + Inlsec 0 + tg 01 +; 
ou seja, 


[sec? 9 do = — [sec 0tg9+ Inlsec0+ tg 0] + k.) 


l x 
EXEMPLO 4. Calcule J, J, x 4x2 + 3y? é» dx. 
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tl 












meiro vamos determinar a região de integração. Para cada x fixo em [0, 1), y deve variar 
ja x; a região B de integração é, então, o conjunto de todos (x, y) tais que 0 <x<1,0= 
x, ou seja, B é o triângulo de vértices (0, 0), (1,0) e (1, 1). Assim, 


k IE x? + 3y? o dx = J), x x? +3y2 dx dy. 


adança de variável 


x=peos O 
x=pcos0 
Ou Na 
"3 y=psen6 a e ca 


na a raiz do integrando. (Observe que xº + 3? = p”.) Temos: 


— pcos 6 cos 6 
0 (x, 7) V3 


im a ça 
9 (8, p) Ep cos 0, = sen O 3 













o (1,9) | N3 
dxdy=|>—— |=-— po dp dO = ()). 
ray = [SED - (o =0) 
s. agora, determinar B bp: 
p 
Edo) 
Ml NI 
1 x 





wa 


Í 


esve que () transforma a reta x = 1 na curva p = sec 6: por outro lado, (D transforma a 





x 
Reno eia 0 = 








E  < É tw 


IE 
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Temos, então: 


JJ,» Vx2 +3y2 dx dy = JJ, a pº cos 6 dp do. 
dp 


Como 


NE /3 po Tpsec6 
N3 - "3 (5 3 ” 
IM 57 P? cos 6 dp de = J, | p3 cos 8 dp | do 


0 
Zr.a sec O ua 
-33 [cosa] do => [3 sec3 6 dg 
3 do : 
resulta 
MN 
E IE asd 8 3 
XX? + 3y ep rea Teo 8 ig 6] 
e, portanto, 


JJ, x Vx2 +3y2 dx dy = É py + In (2 + /3)). 


+ co 
EXEMPLO 5. Calcule |) dr 


Solução 


Façamos 


Fr 2 x 2 
=| Cad 4>0 
Ra 3 PESE O 





! (1) = área da região hachurada 
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E 


a “ê 
UP = | E dã; | a" = | | Era: dgudo, 
di mo é E ec à 





jam Be B, os círculos inscrito e circunscrito, respectivamente, ao quadrado —r = x = 


—. 


r<y<roraiodeBéreodeB; é 2 r. Temos: 





ia -P de dra OP = 1), sr de dy 
l 


dança de variável x = p cos 8,y = psen 6 obtemos 


f 2) 2H r o 2n F ua 2 
= “asdy=[, J <* p dp do = [do | pePldp=m[1 er) 


ED 


e análogo, 


Je -* dx dy=n [1 — e 2rº ]. 
l 


n[l-e"”]<[KN2=<a[-e?”] 


Jal-erj<Iimy<s ya er. 


lim Ve[l— é =Jx = lim Vell — e] 
Fr 


Fr 5 too —S +oo 


MM. TO TO CSM cg E a SD SR 
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segue, pelo teorema do confronto, 
r 
bm IHr)= lim e dx = Nha 
r53+o PS page == 


ou seja, 


EXEMPLO 6. Calcule 


SE 


Jl,x 1%? +y2 dx dy 


onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 


Ú<y<r. 


Solução 





B é o conjunto hachurado. Vamos tentar uma mudança para coordenadas polares 


x=pcos0 *& 
y=psen O 


Vejamos, inicialmente, como fica a equação da parábola y = x* em coordenadas polares. 
Temos 


psen O = (pcos 9)? 
daí 
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o. 2 
equação, em coordenadas polares, de y = x", x = 0. 





então, o conjunto 


sen O 





T 
0<0<—,0<p=<= 
4 p cos? 6 


2 cada O fixo em O -| p deve variar de O até em . | Temos, então, 
> . 4 cos“ 6 





J),= x +” dedo = |). pé cos 6 dp do. 
%p 


2s. agora, calcular a integral do 2.º membro 


T sen 6 sen O 


4 Ea sen6, cu da 
p? cos 0 dp do = [ 4 [ee 9 p? cos 6 dp | dO =[4 cos 6 Ea cos” 8 49. 
| o do 0 4 o 


Ê 
Ri 


CL 
-— + 
|j pº cos papado = [4 er d 
Bop 4 40 cos' O 








4 
— ) = sec” 0 tg! 6 = sec) 0 (sec? 6 — 12. 
cos 
+ sen? 6 - 
| E do=[4 [sec 0 — 2 sec”? 8 + sec” 0] d6. 
0 cos' O 0 











RS ES Oo cu — = ano 28 & o ear mma 
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O cálculo da integral do 2.º membro fica para o leitor. (Sugestão. Utilize a fórmula de 
recorrência 








| sec" x dx = sec" 2 rtga +22 fsecr=2 x dx 
= 1 « é 
| Veja as páginas 393-4 do vol. 1.) 


EXEMPLO 7. Calcule 


Dono? + y2 dx dy 


onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 


y>2x-xXex+y-x<o0. 


Solução 





A parábola y = x — x” e a circunferência xº + y — x = 0 interceptam-se nos pontos (0, 


e (1, 0). (Verifique.) Observamos que y = x é a reta tangente à parábola no ponto (0, 0). 





B é o conjunto hachurado. Vamos fazer uma mudança de variáveis para coordenadas p 
res. Vejamos como fica, em coordenadas polares, a equação y = x — *,0<x<l. 


psen O = pcos 8 — po? cos” 8 
e, portanto, 


per ES E RETA 
cos* O 4 
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= cos 8 — sen 8 
d cd cos” 6 








gi 
1 


i : Ms 
Observe que para cobrir o gráfico de y = x — x, 0<x< 1,0 deve variar de O a Fica 


a seu cargo verificar que 


p= cos 6 


a equação, em coordenadas polares, da circunferência Rd y? — x=0. 


Para cobrir o conjunto B, 0 deverá variar de O a E . Para cada 6 fixo em O E, p deverá 
de - 


+ - 
E Ya 
' 


cos 8 — sen O 
irei en 2 OR 


cos? 6 


a cada 6 fixo em E : | p deverá variar de O a cos 0. 


cos 6 — sen 6 
p | em 
dl cos? 8 
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x=pcos0 
a sen 0 
y 2º 
sen 0 cos 8 
O (x,y) aa 
— — 9 
o (6, p) p cos 0 sen 2 | 
OXLNI|p 
9(9,0)| 2 








o módulo do determinante jacobiano é igual a E. 


mudança de variáveis (D transforma o retângulo 


Bop = ((0, DIO = 0<27,0<p<1) 
njunto B dado. 


x + 4y?=1 


x + 4y? = p? 


par 


e que, para cada p fixo no intervalo [0, 1], a mudança de variáveis (1) transforma o 


((9, DPIO<0<27%) 





x + 4y? = p2. 
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Temos, então, 


J), x? dx dy = J), p? cos? 6 [2 dp do) 
8 É | 


dx dy 


e, portanto, 
| (27 l — 
2 ded =-) cos? 8 dê | ie E, 
IR dá 2 J0 o ? P 8 


EXEMPLO 9. Calcule 


| 1), /2x —xº-y? dxdy 


onde B é o círculo x” + y a A 


: Solução 
x-*-y=1-(x-12-y 
Façamos 
x—-l=pcosô 
O a 





4 
? 


O que significa que estamos tomando coordenadas polares com pólo no ponto (1, 0). 
Substituindo () na equação * + y — x = 0 obtemos 
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ra cada 6 fixo em H =| p deverá variar de O a — cos 6. [Observe que — cos 8 = 0 


a) 
o 21] 


Sh. 


dx dy = p dp dê. 


Jp s/2x —xº —y2 dx dy = 1? 1 — p? dp 


JJ, 2x = 32 drdye jz s pi- p? dp | do. 
2 


ara calcular | pNl- p? dp façamos a mudança de variável u = 1 — pe, portanto, 
—2p dp. Então 


1 3 
foi-o? do=—— [u? du=-qu2=-WI-p?P. 


37 
Jjd2x-*-»> dx dy = — E E [Isen o aii 1] do. 
2 
ado. sen? 8 = | sen 81.) Temos, então, 


3x 
J), 2x — =? —-y? as sJe Isen OB do. 


calcular a integral que ocorre no 2.º membro procedemos da seguinte forma: 


3m x 3m 

Jx Isen o? do = |, sen? 6 do — [2 sen? 6 dê 
— — x 
2 2 
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pois, 


x 
sen 6 em a | 
Isen 0] = 


Observando que sen” 8 = sen 0 [A = cos? 0), temos 


- Sen? = [+ [sen 6 — sen 6 cos? 6] do =|- cosg + L cos3 6]. - 2 
Jr sen 0 do = [x [sen sen O cos | = cos a GO 13 
2 2 
e 
3x 
ER. É 
| sen" 0 d0=-—-. 
a . 3 
Conclusão. 





Exercícios 4.2 





1. Calcule 
a) If (x? + 2y) dx dy onde B é o círculo xº + y < 4, 
B 


(o) ] (x* + y2) dxdy onde B = ((x )EIRII< + y<4). 
B 
c) |] x” dx dy onde B é o conjunto 4x? + y? < 1. 
B 
(e) ] J, sen (4x E y) dx dy onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 4x2 + y <leyz0. 


2 2 
e) J), a a dx dy onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 1 = x + y <4,-x<yS 


xx=z0. 


Il 


" dx dy onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1,0) e (0, 1). 
x 


£g) | ). x dx dy onde B é o conjunto, no plano xy, limitado pela cardióide p = 1 — cos 0. 


2 
gs 
h) JJ, y — x2 dy onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 1 +i<y<2+%,) =x+8 
xXex>0. 


1) |] x dx dy onde Béocírculox +y —-x<0. 
B 
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j |] Vx? + y? dx dy onde B é o quadrado 0 = x < L0O<y<l. 
B 


| k) ) y2 drdyondeB = ((x pEIRiI+y <lyzxex>0). 
B 


m x 
D |] (2x +») cos (x — y) dx dy onde Bé o paralelogramo de vértices (0, 0), [E =) 
. B | 


3 3 
[E -S)e(E dE) 
303 é E 


À GE = 1 dé dá (a > 0). 


E) | | x dx dy onde B é a região, no plano xy, limitada pela curva (dada em coordenadas pola- 
B 


x m 
res) p= c0s30, —— <0<-, 
)p 6 E 


“8 | ] dx dy onde B é a região, no plano xy, limitada pela curva (em coordenadas polares) p = 
B 


cos 29, aa q 
8 4 


| h) |] xy dx dy onde B é o círculo x? + y — 2y<0. 
B 


| 3. Calcule | ] à) y? — x? dx dy onde B é o paralelogramo de vértices (0, 0), [> =) (0,1) e 
| B 


2 2 
4. Calcule a área da região limitada pela elipse +. + = | (mr pebo U) 
a 


5. Sejam 4 = (e WEIR?II1 +ê<y<2+2,x>0eyzr+x)eB=- ((u, WEIRÊII=< 
v<S2,vzueuz0). 


E a) Verifique que B = q (A) onde (u, v) = p(xy),comu=xev=y-— x 


E: 7 N 
E 


' dad 
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b) Verifique que a área de A é igual à área de B. 


2 2 
6. Seja B o conjunto -. + ÇA <1,a>0€eb > O. Verifique que 
a 









f J. Eis Dindi di [” | f p f (ap cos 0, bp sen 6) ap] dO. 


7. Seja Bo conjunto (x — a)? + (y— B? <r2(r>0, «e B reais dados). Verifique que 


1, 46x dx ay= [ Jo g (8, 9) dp] do 


onde g (0, p)=f(xy),x=a+pcos6ey=B+psen 6. 
8. GUESS a função g(x, y) = f x? + y? ] onde f(u) é uma função de uma variável real a va 
lores reais, contínua em [a, b],0 = a < b, etal que f(x) = O para todo x em [a, b]. Seja Bo conjunta 
B = Kyrjlê<eP+ry<b e 0O<z=<g(xy)) 
a) Verifique que B é gerado pela rotação em torno do eixo z do conjunto 
(oyp)la<sx<by=0 e O<z=<f(x)) 


b) Utilizando coordenadas polares mostre que o volume de B é 


2x í xf()dr. 


c) Compare com a fórmula estabelecida na Seção 3.2 do Vol. 2. 


4.3. MASSA E CENTRO DE MASSA 


Seja B C IR, B compacto e com fronteira de conteúdo nulo. Imaginemos B como um 
chapa delgada. Por uma função densidade superficial de massa associada a B entendemos 
uma função ô : B —» IR, contínua e positiva, tal que, para todo B/CB, 


massa de B, = |j ó (x, ) dx dy 
B, 


desde que a integral exista. Assim, se ô (x, y) é uma função densidade superficial de massa 


associada a B, então 
massa de B = | J,5 (x, y) dx dy 


Se à (x, y) for constante e igual a k, então a massa de B será igual ao produto de k pela 
área de B. Diremos, neste caso, que a chapa é homogênea; caso contrário, diremos que a. 
chapa é não-homogênea. 
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' Seja B, um retângulo contido em B; pelo teorema do valor médio, existe (s ) EB, tal 
[[,56%») xy = 545, 9) área de B, 
B, 


massa de B; 


o(s = — 
área de B; 

sim, ô (s, 1) é a densidade superficial média (massa por unidade de área) de B,. Seja, 

ra, (x1, Y1) um ponto qualquer de B, e suponhamos que os lados de B, sejam suficiente- 

te pequenos. Tendo em vista a continuidade de ô 


massa de B; 


O (x1,))) = 
(t+) área de B; 









Am = 6 (x,,y)) Ax Ay 
onde Am é a massa do retângulo B, de lados Axe Ay. 


a definição de integral, temos: 
n m 
massa de B = ] | ó(xy)dxdy= lim 5 536 (s;, t) Ax;Ãy;. 
B AS 0 ;=1 = 


comum referir-se a dm = 6 (x, y) dx dy como elemento de massa. Escreveremos, então, 


massa de B = | |, am 


amos, agora, definir centro de massa de B. Tomemos, inicialmente, uma partição de B. 
ja retângulo R;,(i = 1,2,...,n;j = 1,2, ..., m) tomemos um ponto (s; tj). A massa de R,, 





2 aproximadamente ô (s,, bi) Ax; Ay; (lembre-se de que devemos tomar ô (s; tj) = (se (s, t;) 
ms pertencer a B). Concentremos, agora, toda a massa de R,;no ponto (s, t)). O centro de massa . 
=» sstema obtido é, conforme aprendemos no Volume 2, o ponto (Xx,., Ye Jonde 
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n m 
> 2 51915) Ax; Ay j 
X 





c nm 
2 a ó(s;, t;) Ax; AY; 
i=lj=1 


n m 
» XD t;ô(s,t;) Axj Ay; 
- cv i=lj=1 | 


YJc="a.m 
2 a 0 (si, t;) Axi; Ay; 
jelj= 





O centro de massa de B é, por definição, o ponto (x,, Yc) onde 


rom o dlpo 


x =E—— e JE: 
)1,3m Dm 
B B 


EXEMPLO. Calcule a massa e o centro de massa de um semicírculo de raio r, sen 
densidade superficial no ponto P proporcional à distância do ponto ao centro do círculo. 












Solução 


O elemento de massa é 


dm = k x? + y2 dxdy 
ea 


ô (x,y) 





onde k é o coeficiente de proporcionalidade. A massa do semicírculo B é 


massa de B = ef] no? + y2 dx dy. 


Passando para coordenadas polares temos: 
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x| pr 3 
massa de B =k, Jo” ap] dO = a 






sentro de massa de B é o ponto (x,, y,) onde 


II x dm kJ) xy)? + y2 dx dy 
pa B a 
ig=—"— = E 


massa de B massa de B 


kJ) x? +y2 dxdy 
Ye O 


massa de B 


JH, xx? + y2 drdy= fi p? cos O a6] dp = 0. 


putro lado, 


J), yx2 + y2 drdy= ff; p3 sen O a6] do = aa 






entro de massa de B é o ponto (x, yc) onde x, = 0 e di = 


emcícios 4.3 








E Calcule o centro de massa. 
2) 8(x,y)=yeBo quadrado 0 < x < 1,0<y<1. 
bB= ((x, y) €| R2|x2 + 4y2 < 1,y = 0)e a densidade é proporcional à distância do ponto 
ERRO eixo x. 
co Béo triângulo de vértices (0, 0), (1,0) e (1, 1) e a densidade é proporcional à distância do 
ponto à origem. 
&) Béo conjunto de todos (x, )) tais que É < ) = xe a densidade é constante e igual a 1. 


€) Béo conjunto de todos.(x, y) tais quex<sy<x+1,0<x< 1,ea densidade é o produto 
coordenadas do ponto. 


BB é o conjunto de todos (x, y) tais que 1 = x + 


y S 4,y = 0,e a densidade é proporcional 
à distância do ponto à origem. 


— Seja B um compacto com fronteira de conteúdo nulo e com interior não-vazio e seja ô (x, y) 


-—> 
contínua em B. Seja a + O um real dado. Considere a mudança de coordenadas (x, y) = su + 


— > -3 > 0 — À 
*v onde u =cosai +senajev=-senai + CDS 7. 
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B,, é 9 conjunto B olhado em relação ao sistema xy e B,, é o conjunto B olhado em relação : 


sistema st. Observe que B ., é à imagem de B,, pela mudança de coordenadas acima. 


a) Verifique que 


-= 8 COS — sen a 
y=ssenàax+tcosa 


O (4,7) 
o(s, t) 


e conclua que 


x b) Seja (LX. Ye) O centro de massa de B no sistema xy € (S,» £.) no sistema st. Mostre que (x, Y.) = 





— — 
Seu +t.v. Interprete. 


$ 


3. Utilizando o teorema de Pappus (veja Vol. 2 - 3.º edição — 3.6 — exerc. 3), calcule o volume d 
sólido obtido pela rotação, em torno da reta dada, do conjunto B dado. 
a) Béo círculo x? +y <Sley=x+2areta. 

b) Béo conjunto de todos (x, ) tais que x < ySsxey=x-— lareta. 
O B=(6)ECIRIZ+a<Iex+y=3areia. 


5 


INTEGRAIS TRIPLAS 














- INTEGRAL TRIPLA: DEFINIÇÃO 


ja À o paralelepípedoa <x <a, b<=y<b,c<z< cpondea<a,,b<bjec< 
o números reais dados. Sejam Pia =x) <x| <x<... <Xm=0:P>:b=y<y|< 
E Ym Dec mp g<p<..< Zp = Cy partições de [a, a,], [b, b/] e [c, 
Espectivamente. O conjunto de todas as ternas (Xp > Zy). comi =0,1,2, ..snj=0, 
=omek=0,1,2,...,p, denomina-se partição do paralelepípedo A. Uma partição de 
Ermina mnp paralelepípedos Ajjk» onde A, é o paralelepípedo x, |<x<x, Y-1SYS 
» =ZS £ke 

a BC IRÍ, dizemos que B é limitado se existir um paralelepípedo A, comBCA. 
af BCIRÍ- IR, com B limitado. Assim, existe um paralelepípedo A de faces parale- 
Planos coordenados que contém B. Seja Puma partição de 4. Para cada terna de índices 
Seja X;; um ponto escolhido arbitrariamente no paralelepípedo A ijk: Pois bem, o número 


RX) deve ser substituído por zero se X;;k É B denomina-se soma de Riemann de f 
ava à partição P e aos pontos X ie 
mtegral tripla de f sobre B que se indica por | ] s. (x, ), Z) dx dy dz ou por |] NA (x, 


a é, é, por definição, o limite de (1) (caso exista) quando A tende a zero, onde À é O 
dos números Ax,, Ay, àzp comi=1,2,..,nj=1,2,..,mek= 1,2, sas Pê 








nm pm 
De d 


x,y, 2) dxdy dz = lim 
111,4 i : Arbij=] ;=1k= 





HX ix) Ax; Ay; Azj. 








TH limite deve ser entendido como o que ocorre na definição de integral dupla. 
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5.2. CONJUNTO DE CONTEÚDO NULO 


Seja D um subconjunto do IRº. Dizemos que D tem conteúdo nulo se, para todo e > O 
dado, existir um número finito de paralelepípedos A,, As, ..., A, tais que 


D CA UA o LA, 


n 
>» m (A,) < € 
i=1 
onde m (A ) é o volume de A. 
Grosso modo, dizer que D tem conteúdo nulo significa que D pode ser coberto por um 
número finito de paralelepípedos cuja soma dos volumes seja tão pequena quanto se queira. 
Seja K, K C IRZ, um conjunto compacto com fronteira de conteúdo nulo e seja f (x, vw)! 


uma função a valores reais contínua em K. Procedendo-se como no Exemplo da Seção 2.3. 
prova-se (a prova é deixada para o leitor) que o gráfico de f tem conteúdo nulo. 


Pode ser provado, ainda, que se q: £&4) C IRÉ > IRº, Q aberto, for de classe C! e se K for 
um subconjunto compacto de £), então qy (K) terá conteúdo nulo. 

SejaD =D UD;U..UD,, onde D; (i = 1,2,...,n) ou é gráfico de uma função 
contínua f: K C IRê— IR, K compacto, ou a imagem q (K) de um compacto K C (), onde 


p: DC IRº — IR, Q aberto, é de classe C!. Tendo em vista que a reunião de um número 


finito de conjuntos de conteúdo nulo tem conteúdo nulo (verifique) resulta, do que vime 
acima, que D terá conteúdo nulo. 










Os subconjuntos do IRº que vão interessar ao curso são aqueles cuja fronteira é um conjur 
to D da forma acima descrita. 


5.3. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA INTEGRABILIDADE DE 
UMA FUNÇÃO SOBRE UM CONJUNTO LIMITADO 


O teorema da Seção 2.4 estende-se sem nenhuma modificação para integrais triplas. 


Teorema. Seja B C IRéum conjunto limitado e seja f: B — IR uma função contí- 


nua e limitada. Nestas condições se a fronteira de B tiver conteúdo nulo, então f será 
integrável em B. 





Fica a cargo do leitor estender para as integrais triplas as propriedades relacionadas nz 
Seção 2.5. | 
I 


5.4. REDUÇÃO DO CÁLCULO DE UMA INTEGRAL TRIPLA A 
UMA INTEGRAL DUPLA 


Seja K C IR? um conjunto compacto com fronteira de conteúdo nulo e sejam g (x, y)1 
h (x, y) duas funções a valores reais contínuas em K e tais que, para todo (x, y) E K, g (x, )s 
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y). Seja B o conjunto de todos (x, y, z) tais que g 6 y)<z<h(xy) (x, y) E K. Ob- 
que a fronteira de B tem conteúdo nulo (por quê?). Na figura seguinte, supusemos K 
etângulo só para facilitar o desenho. 






z=h(x,y) 


E 
ja f (x, y, 2) contínua em B. Com procedimento análogo ao adotado nas integrais du- 
 prova-se que 


ff, tia x. cido ay de = | | 


Dam as adaptações devidas temos também: | 1 
h(x 


dias io: io dpi 
|] nJ (x, y;-2)dx dy dz = |] dio! (%, 9; Z) | Z 
onde B=((x,y, Dex )D<y<S h(x, 2)(x, 2) E K) 


















h(x, y) 
[tas ed ds dy 
g(x,)) 









a ATT 
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h(y, 2) 
| PAi a 2 dy dz 


JÍf, ss. exax ay de= o] no 


onde B=((x,y, dg, )<x<h(y,2), (0, DE K) 





EXEMPLO 1. Calcule JJ,» dx dy dz, onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que 


0O<ysl,)sysrxe)<sz<x+y. 


q 
: 
im 


Solução 
B=(xyDEIR|oO<;<x+y (LI EK) 


onde Kéotriângulo 0 =x=1,0<=y<=z. 


J)),x dx dy dz = a” x das dy. 


Como 
x+) 
J, xdz= [xi] * =x(x+9) 
resulta 
ii x 
x dx dy de= || 2 4 dx dy = | | à sado de 
JI), » dz qi xy) y a xy) dy 
De 
x 7. a 
| (x2 + xy) dy = x2y + >— ER 
0 2 0 2 
segue 
1 
|] x dx dy de = | E dg É, 
B 02 8 
ou seja, 


[|] x dx dy dz = El 
B 8 


5 Seja B um subconjunto do IRÊ , limitado e com fronteira de conteúdo nulo. Definimos o 
| volume de B por 





volume de B = IA dx dy dz. 





] Fica a cargo do leitor justificar tal definição. 
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EXEMPLO 3. Calcule a massa do cilindro xº + y? S1,0<gz= 1, admitindo que a den- 
sidade seja dada por ô (x, y, 2) = xº 


Solução 


A massa M do cilindro B dado é 


M = JIJ, SD dedrdo = JJ, É dx dy dz, 


Temos 


JJ), * dx dy dz = el x? de dy 


onde K é o círculo x2 + y? “s 1. Como 


K x? dz = je? dh = x2 


resulta ide K 


JIJ, E dede JJ. Pdxdy, 


Passando para coordenadas polares, vem: 
27 l 1 c27 
2 HE 3 2 = ca 
x2 dx d =[ | cos2 9d do=— | 1+ cos 26] do = T. 
Je = | fi iz | 8d | did” 
Portanto, a massa do cilindro é M = E unidades de massa. 


EXEMPLO 4. Calcule o volume do conjunto B de todos (x, , Z) tais que m, 


i<:<]-yx>0ey>0. 


Volt 


Solução 


Inicialmente, vamos determinar a projeção no plano xy da intersecção do plano z = x) 
a superfície z = 1 — E Os pontos (x, y) desta projeção são as soluções da equação 


, 
NE 1 ey o HR 


Integrais Triplas 11 | 





volume = JIJ, de dy dz =]]. IN de xs 


de K é o conjunto 
| 





2 | qa 2 
volume = J. (ua q gde dy = J, J, 1-2 — w)deldy. 
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resulta 
volume = : f (1— 2y2 + y?) dy = - j 
EXEMPLO 5. Calcule o volume do conjunto B de todos (x, ), Z) tais que 
ex +yertyt+7<) 
Solução 
Inicialmente, vamos determinar a projeção no plano xy da intersecção das superfícies 
=x +yerty+7Z=o, 
Os pontos (x, y) desta projeção são as soluções da equação 


C++ =2 


ou seja 
2 2 =. ds 
XxX +y = 
2 
e, portanto, 
x + y? = 1. 


A figura que apresentamos é a parte do conjunto B contida no 1.º octante. 





volume = [ff dx dy de = [[. ei dzldx dy 
xº + y2 
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é o círculo xº + y < 1. Daí, 


volume = ev? —xº—y2 — x? — Y2 dy dy. 


ão para coordenadas polares vem 


27 l 
volume = J, |, (p 12 — p? — Eydo do 


volume de B= Edi z . 


LO 6. Calcule o volume do conjunto B de todos os pontos (x, y, z) tais que 


X+y<i<n+%-l 


ente, vamos determinar a projeção no plano xy da intersecção do parabolóide z = + 
ioplanoz=2x+2y-1.0s pontos (x, y) desta projeção são as soluções da equação 
| É+y=2x+2-1 
equivalente a 
2 sm 
e Dodetg= 1" =4. 


& que apresentamos a seguir mostra um corte do conjunto B por um plano vertical 
do o eixo z. 


2x + 2y=1 





N ” 


—— 
pia! pad qa secos ar dr ioi 
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Temos, então 


2x +2y—1 do] dx d 
volume de B = ). lisas Z da 


onde K é o círculo (x — 1º + (7 — 17 < 1. Como 


aty=-l=Ê-yfe=1- pf 


resulta 
volume de B = Wi “(4-1 g- Vad. 
Façamos 
x—l=pcos6 
O<0<IvelOsp<I1 
y—1l=psen6 





te 


O que significa que estamos passando para coordenadas polares, com pólo no ponto (1, 


Temos, então 


2 





Exercícios 5.4 


1. Calcule 

e a) [)1p xyz dx dy dz onde B é o paralelepípedo O <x<2,0<y<lel<:<2 
ob) ]llp xdrdydzonde BéoconjuntoO<x<1,0<y<lexty<z<x+y+ 1 
lilo q1— 2? dx dy dz onde Béoconjunto0 =x =|, 0<7< le0<y=<gz 

d) lp n1— 2 dxdydzondeBéocubob=x=1|,0<=y=le0<:<1. 


e) 155» dx dy dz onde B é o conjunto md yº Ez; 2. 


f le (x? + 22) dx dy dz onde B é o cilindro x2 + y2 < l,0O=gz=<=l. 
2 





9 ls dx dy dz onde B é o conjunto x ty << + | 


| 
| 
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a 115» » dx dy dz onde B é o conjunto xº + 4y? «1,0<7<1. 

) [JJ x dx dy dz onde B é 0 conjunto x2 + 2 <4,x =0,ex+ty<z<x+ty+1. 
J 11] 2zdx dy dzonde Béo conjunto + < 1,242 +2<4e7>0, 

| 11Jp x dx dy dz onde Bé o conjunto? —- 2 <2<1 - 232 

Hip e* dx dy de onde B é o conjunto O < x < lL0O<y<xe0O<;<1. 

Jp xdrdydeondeBéoconjuntor <y<x0<z:<x+y. 

1], 2z dx dy dz onde Béoconjuntox" + y) +72 <4,:>0, 

15» 2z dx dy dz onde Béo conjunto 4xº +92 +72 <4,:>0. 


155» cos z dx dy dz onde B é o conjunto O < x < q0<y< E 


115 O — x) dx dy dz onde Béo conjunto 4 <x + y<S8, Es <y< 


Vo 
Vx+y 


le o"volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto.) 


CxXx-y<isx+y. 


2 
—,y>xe0<z< 
X 


p” 


O<x<1,0<y<le0O<z<5--3y 
O<x<1,0<y<xe0<:<x+y 
X+y<<4 
X+4y<z<l. 

IX +ry<setryrd<o, 
C+4y+9<l. 


2 2 2 
E yo z 
a b e ] 


+ <i<4a +. 
ty <lev+72<l. 


ty<z< V4— 3x? — 3y2. 


< casca try) r2<4,:>0(4>0). 
+y<aderr+i<a(a>). 


A a 
ez=z —(a>0). 


<;<l]l-yeyz0. 

2 <:<2%-r(a>0). 

sã +y2 + (7— <lezz"2+y 
+99) +i<sesg +9y<1. 


a: Fyrt7<a 


amassadocubo0<yx<=1,0<y<le0=:;=< |, cuja densidade no ponto (x, y, 2) É 
ma das coordenadas. 

Ed mica massa dosólidox + y+z=<l,x= 0,y=0€ez2= 0, sendo a densidade dada por 
my z)-x+y. 


a massa do cilindro x + y <s4e0=z< 2,sabendo que a densidade no ponto (x, y, z) é 
da distância do ponto ao plano z = 0. 





(as 
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6. Calcule a massa do cone 1x? + y? <z= 1, sendo a densidade no ponto (x, y, Z) propos 
onal ao quadrado da distância do ponto ao eixo z. 


7. Sejam B C IRÊ e f(x, y, z) uma função contínua em B. Seja (Xp, Yo Z9) um ponto interior 
B. Para cada natural n, seja B, uma bola de centro (xo Yo Zo) e raio r,, com B, C B. Supc 


que r, tende a zero quando n tende a + os. Seja V, o volume de B,. Prove que 


lim E JI),. f(x,y, 2) dx dy dz = f(xo, Yo: Z0) 


= =p "00 


(Sugestão: Utilize o teorema do valor médio para integrais.) 
8. Seja B C IR e sejam fe g duas funções contínuas em B. Suponha que, para toda bola B,€ 


latas 2) dx dy dz = JJ 2 8 6), 2) dx dy de. 


Prove que f(x, y, z) = g (x, y, 2) em todo ponto (x, y, z) interior a B. 
9. Seja B C IR uma bola fechada e seja f: B — IR uma função contínua, com f(x, y, 2) > Ds 


B. Prove que JI), fx ysoj)dV>O0. 

10. Seja B C IRº um conjunto limitado, com fronteira de conteúdo nulo, e seja f: B — IR 
função contínua tal que f(x, y, 2) = 0 em B. Suponha que |), f(x, y, 2) dV = 0. Proves 
f(x, y, Z) = O em todo ponto interior de B. | 

11. Calcule | | , x dx dy dz, onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que 0 = x = 1,0= ; 


l ez = 2. Compare com o Exercício 10 e explique. 


5.5. MUDANÇA DE VARIÁVEIS NA INTEGRAL TRIPLA. 
COORDENADAS ESFÉRICAS 


O teorema de mudança de variáveis na integral dupla estende-se sem nenhuma mod 
cação para integrais triplas. 


Teorema (de mudança de variáveis na integral tripla). Seja q: OC IR? — IRº, | 
aberto, de classe C!, sendo p dada por (x, y, 2) = q (u,v, w), comx = x(u,v, w), y= 
y(u v w)ez=az(u, v, w). Seja B,,, contido em O, B,.,, compacto e com fronteira 





de conteúdo nulo e seja B a imagem de B,,,, pela qp. Suponhamos que q (Bum) = 


a à Eado vt, 3% 
e que « seja inversível no interior de B,,,,-: Suponhamos, ainda, que Pelee gd 


0 
ko o(u, v, w) É 


para todo (u, v, w) E Bivw . Nestas condições, se f (x, y, Z) for integrável em B, então 


JJ, Pisa) art Jp. Fila v; W)) eo gprs du dv dv. 
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sen (x+y—2z) 


dx dy dz, onde B é o paralelepípedo 1 = 
x Fly ni P Pipe 


TEMPLO 1. Calcule JIJ, 


| T 
Dptz<2Z0<xty—z= a ERRA. 


um 


"ao 


nos a mudança de variáveis :u=x +ty— Zzv=x+2y+zew = kz Temos: 


fu=x+ty—z x=2u— v+3w 
= x+2y+2z & y=-u+v—2w (Verfique.) 
| 
- que 
a dx dx 
ouro | Sd 
Ox,y,2) 
— — — | = 1. (Verifique. 
doc ld arde] e MM 
Ad dk 
du dv Mw 


dx dy dz = du dv dw 


evidentemente o paralelepípedo 


0<u< Gel<v<2e0<w< 1. (Por quê?) 


então: [K é o reânguloO <u< T.I<v<2) 


E qu dv dw = [[ GS seda, di ja dy = 








EC Da agae =], 





Fe 


jif, EDS ad de= [1-E]ma 


LO 2. Calcule o volume do paralelepípedo B dado no Exemplo 1. 


volume de B = ] |), dx dy dz. 


EPP De a à 
a, 0 2 
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Utilizando a mudança de variáveis do Exemplo 1, vem: 


il 2 it 
|] dx dy de = ||| du dv dw = [4 du [ dy | dy =—, 
B Bu 0 | 0 a! 


Portanto, o volume de B é E: (unidades de volume). 


EXEMPLO 3. (Coordenadas esféricas.) Cada ponto P = (x, y, z) fica determinado pe 
— 
: suas coordenadas esféricas (6, p, q), onde Gé O ângulo entre o vetor OR =(x,y0)e 





à ad Hd sd R mm 
semi-eixo positivo Ox, p o comprimento do vetor OP e po ângulo entre o vetor OP e 


semi-eixo positivo Oz. 





As coordenadas cartesianas (x, », Z) do ponto P e suas coordenadas esféricas relacionam 
se do seguinte modo: 





Y=psenqysen 0 
Zz=pcos q. 


O 


pino 


À seguir, vamos calcular o determinante Jacobiano da transformação (1). 


| —p sen q sen 6 sen py cos 6 p cos py cos 0 
| O (Cm) = 
> =| psenqcos 6 sen y sen 6 p cos py sen 0| = 
| o(8, p, q) cos q —p sen q 
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—sen 0 sen « cos 6 cos «p cos 6 
= p” sen p| cosô  sengysenoóo cos py sen 0| = p” sen q. 
cos q —sen q 


O(x,)2) 3 


= písenq 
o(0, p, 7) 





no este resultado irá ocorrer várias vezes, sugerimos ao leitor decorá-lo. 


a S = (o Pp: P) E IR? o <0<r,p=z0e0<p=< Th seja Bgop UM compacto, 
fronteira de conteúdo nulo, contido em S. Observamos que a transformação dada por 


7) 0, Seja B 


inversível no interior de S e que, para todo (8, Parei Bope “ o(8 ) 
+.P.P 


agem de B gp pela transformação (1). Então, B é a imagem de Bpo pela transforma- 
|) (verifique). Então, se f for contínua em B 







JJ no) Vir Pe) dpi 


If f(psen q cos 0, psen q sen 8, pcos q) o” sen q dê dp dg 
Bapy 





HPLO 4. Seja Bopp UM paralelepípedo de faces paralelas aos planos coordenados e 


às À 6, Ap e Ag, contido no conjunto S acima. Seja B a imagem de Bgpç pela trans- 
ação x = psen q cos 0,y = psenq sen dez = pcos q. Mostre que existe (8,. pj. Q1) 
o tal que 


volume de B = p7 sen py AO Ap Ag. 


=== 


e 


q —ss 
Tr 
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volume de B = | ] J. dx dy dz. 


Passando para coordenadas esféricas, obtemos: 


II dx dy dz = Hj p” sen p dê dp do. 
B Bogp 


Pelo teorema do valor médio para integrais, existe ( 04. P1, P1) em Bgpç tal que 


A pt 
Ji). p sen q dô dp dy = pT sen py AB Ap Ag. 


(Observe que AB Ap Aq é o volume de Bgpy-) Portanto, existe (04, pj, Pj) em Bop tal qu 


volume de B = PT sen pj AB Ap Ag. 





Para A6, Ape Aq suficientemente pequenos, med MIN = 
med MP = psen pq AB. 
O volume de B é aproximadamente o volum 


retângulo de arestas p Ày psenpABe A 
coordenadas esféricas de M. 


pÃ ge 


e do paralelepípedo 
p, onde 8, pe py são as 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que a fórmula (2) que precede o Exem- 
plo 4 continua válida mesmo quando Bopp estiver contido no conjunto de todos (6, P; £) tais 
queO<0<2mpz>0€e0< P = 7. (Verifique.) 
EXEMPLO 5. Calcule à massa da esfera x? + yº ez 
ponto (x, y, z) é igual à distância deste ponto à origem 


Tal 


nos 
= 1, supondo que a densidade no 
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Wsra 












ssa M da esfera é 


M = Res +y2 +72 dx dy dz 


Béaesferax” + P+r+2<l. Passando para coordenadas esféricas. obtemos 


M = J), Vp? p? sen q dô dp dy 
ôpe 


Bgpy É O paralelepípedo 0 < 6 < 27,0 < p<=1,0<gy= 7. Segue que 


27 1 T 
M = | do ), pé dp J, sen p dy = 7 (unidades de massa). 


MPLO 6. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, 2) tais que 


ISxkty+tz<3rtyezexty+24206y>0 


“ao 


- 
e 


mos a mudança de variáveis 


“equivalente a 


transforma os planos 


xtytz=lexty+z=3: 


+=len=3 
sforma os planos 

Z=XTyYez- x+9+2 
sianos 


u=0eu=2: 


121 


122 Um Curso de Cálculo — Vol. II 


transforma o plano x = 0 no plano w = 0; finalmente, transforma o plano y = O no plaz 


u=z7— x 
v=x+z 
W =x 

ou seja | 
Iw=v—u. 


A condição x = 0 acarreta w = 0: à condição y = 0 acarreta 


—2Ww-u+vz0. 





Temos 
O 0 l 
x, 72) oh gh | ES md 
O(u, v, w) 2 2 2 
1 1 
— .— OQ 
a 
Assim 
| áxa de= 1 |) dudvdy. 
B Má 2 Buvw ! 
Portanto, 


l e (v—u) 
volume B = — ]) /2 dw | dudv 
2 K| 40 
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K é o compacto 











volume de B = E (Confira.) 


A PLO 7. Calcule 


IJ, Vx2+y2+22 dx dy dz 
Béo conjunto de todos (x, y, z) tais que 


É byte es Vx? + y? 


"G 9 


ãos passar para coordenadas esféricas 


Y=psenqysen 6 


x= psen q cos 0 
Z=pcosq 


dx dy dz = pº sen p dy dp do. 
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Vejamos como fica a equação do parabolóide em coordenadas esféricas: 
pcos q = p” sen? ip cos” 6 + o” sen? Q sen? 0 


ou seja 









O conjunto B é obtido pela rotação da região hachurada, em torno do eixo z. (Observe qi 


z= x? + y? é uma superfície cônica obtida pela rotação da reta 


em torno do eixo z.) | 
cos q 


Para cada (6, q) fixo, comb = = 27e Em p= a p deverá variar de O a 5 
4 2 sen“ q 


Temos 
NO) x? +y2 +72 dxdy dz = [|] p* sen q dy dp dô 
B Bowp 


onde Bagpo é o conjunto de todos (0, «, p) tais que 


cos q 
sen? q. 





0=< 0=<27, 4 T9S 7'0<pS 
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cos q 


II p* sen q dy dp do = |] | sen? e pê sen pdp| dedo 
Bowp K | 





0 













de K é o retângulo 0 <= 0 = 27, = <p<s a 


Segue que 





T 
— 4 

1), du? +24 arara [2 EEE ao 
4 


sen” q 


izendo q = ç — u, obtemos 





a COS a sen?u 3 
/2 * de= IR — pipe /: sec” u(sec? u — 1) du. 
sen* q O cos" u () 


Para calcular a última integral, utilize a fórmula de recorrência 








[ sec" x dx = sec" 2 xtg x + == | secr-2x dr. 


j = a 
ja Exercício 2a da pág. 364 do Vol. 1, 3:edição.) 
EMPLO 8. Calcule a massa do sólido 
= LX ty + =D 
ndo a densidade no ponto (x, y, z) igual à distância do ponto à origem. 


ao 


massa = JII, x? +y2 +22 dx dy dz 


je B é o conjunto (1). 


* equação do plano z = 1 em coordenadas esféricas é 


pcosp=1 
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OU seja 


l 
cos q 





À equação da superfície esférica x + y? +77 = 2z em coordenadas esféricas é 


om = 2p cos q 


ou seja 
p=2cos q. 
(Observe que 
P+PrPsnoPA Pra p= 1 


que é uma superfície esférica de centro (0, 0, 1) e raio 1.) 





Para cada (6, q) fixo, com 0 <09<27e0< 





T = 
p= A” p deverá variar de 
” cos 
Temos, então cd 


até 2 cos 





2 cos q 
massa = | J. ] 1º pÍsenpdp| dody 


cos q 





onde K é o retângulo Q < 0<2m,0<p=< 


*|a 
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massa = E j [6 cos! q — ç | sen q dy dB 
4 JJK cos" q 


q 


E l 
massa = — IR [6 cos! q — 7 | sen q do. 
2 40 cos” q 













azendo u = cos pe, portanto, du = —sen q dy resulta 
qt (! 1 
massa = — 16u! — +| du. 
fa seo 


culo da integral fica para o leitor. 


EMPLO 9. Calcule 


Ji), 2 dx dy dz 


E é o conjunto de todos (x, y, z) tais que za 


E = ANE 
4 9 


4 


132 == O E a JAR 
Gn ,0D dano 8 0 Dra, 


rocesso 


mos, inicialmente, deslocar o centro do elipsóide para a origem. Para isto basta fazer 
dança de variáveis 


u=x-1 
v=y-—1 
w=z-=l 
x =u+ 1 
y=v+1 


2=w+ 1 
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Como 
o (x,y, 2) rei 
E ARO f 
E: (verifique) 
resulta 


IR zdx dy dz = JJ, TD quay N 


onde B,,, É O conjunto 


2 2 
u v 2 

D — +— tw <l. 
4 9 


Vamos, agora, transformar o conjunto (7) em uma esfera. Para isto basta fazer a mud 
ça de variáveis 


x=! 
2 
Y — * 
3 
Z=w 
ou seja 
u=2X 
v=3Y 
= Z. 
Como 
o(u, v, w) a 
————— = 6 (verifique 
ro ONenliaue) 
resulta 


JIJ, x axar: = 6 II), (Z + DdXdY dz 


onde B, é a esfera 
x +y24+27?<1. 


Passando para coordenadas esféricas resulta 


IN) cdrdy de =6 ||] (pcos q + 1) p” sen q dp dy dê 
B Bowp 
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h 


Bavp é O paralelepípedo 


| 
o 


T l 
|), z dx dy dz = 127 |, 5 (pê cos q + p2) sen e dp] de= 


q 
= 7), [3 cos q sen py + 4 sen q] dy 





q 
|] z dx dy dz = É sen? g=4cos4 | = 8. 
B z 0 
pcesso 
mos fazer a mudança de variáveis 
ag= 1 
= p sen q cos 6 
“- = p sen q sen 0 
z—1l=pcosg. 
o (x, Vy Z) A 
—— >> = 6p sen q (Venfique.) 
o(0, p, 7) 


o paralelepípedo 
0<0<2,0<p<l,0<p<T. 


we que para cada p fixo no intervalo [0, 1], (2) transforma o retângulo 





(dp PlIls0<2m,m0<p=<gm) 


spsóide 


— ANE — 12 
PO po - 


NI) eneappinare ]) (1 + pcos q) p” sen p dp dy do. 
B Pa 
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EXEMPLO 10. Considere a integral 


tis y. 2) dx dy dz 


sendo B o conjunto 


PróryPrP<R a? -P-y/>02>0 


Ed 


onde 0<r<ãRea> 0 são reais dados; f: B — IR é suposta contínua. Passe para coor 
nadas esféricas. 


Solução 
l Ed * pd E bol e. - 
z= — Jx? + y2? é uma superfície cônica gerada pela rotação, em torno do eixo z, da 
a 
l 
2=—) 
a 
x=0 





Para cada (0, p) fixo, com0 < 8<27e0< P <= Yo (vg = arc tg a), p deverá variar de » 
R. Temos, então 





fas» 2) dx dy dz = IRRA g(9, q, p)p? sen e dp | do dp 


onde K é o retângulo O < 0<27,,0<p=< Po € 


8 (0,97, p) = f(x, y, 2) 


com x = psen q cos 0,y = psen psen Ge z = pcos p. 


ER 
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ícios 5.5 =[[][["""""""ÃãÃJMMOlIMJlIJIJIÃZJJ 


1. Calcule 





a) Hj xdxdy dzonde Béoconjuntox=>0,x2 + +72 <4, 
B 
3 JJ], 2 dx ay de onde Béo conjunto 1 < 2 +)2+2<4,:>0. 


| x y,3 
c HI RG eo &1,x>0 
B 


1), Vs a x ci 2 & dxdydzondeBéaregiãol <x+y<2,0<x+2y-z=< 


le0<gz<l. 


e II z dx dy dz onde B é o conjunto z = 2 +y,tr+ysi<l 
B 


NI) Vx? + y? + 22 dxdy dz onde B é a interseção da semi-esfera? +) + 2 <4,2>0, 
B 


com o cilindro x + y < 1. 


2 2 2 
» É Z 
NE +— EE < 1. 
a b C 


“a 


ule o volume do elipsóide 
Jalcule a massa do sólido x? + y +ê2<le Zz= x? + y2, supondo que a densidade no 
onto (x, ), Z) é proporcional à distância deste ponto ao plano xy. 

e o volume do conjunto z = x? +y2 e X + y + 2 < 2az (a > 0). 


e o volume do conjunto z = lx? + y2 ex + y + 2 < 2ax (a > 0). 


« OORDENADAS CILÍNDRICAS 


ponto P = (x, y, z) fica determinado pelas suas coordenadas cilíndricas (p, 8, 2), 


. ESSA dá A “ . 
o comprimento do vetor OP, = (x,y, 0) e 80 ângulo entre este vetor e o semi-eixo 


» Ox. As coordenadas cartesianas (x, y, z) do ponto P e suas coordenadas cilíndricas 
mam-se do seguinte modo 


x=pcos 6 
y=psen 6 
E= z 


que (1) transforma o paralelepípedo 0 < p<r, 0<0<27e0<:< hnocilindro 
<rPeO<z<h. 


determinante jacobiano de (D é dado por 


cos0 -psenô O 
Um po senO pcos0 0 
S(p, 0,2) 0 0 1 








e — 


4 
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e, portanto, 


dx, 77) — 





od(p, 0,2) ii 


Em coordenadas cilíndricas temos então 


JIJ, f6x: 9,2) dx ay de = |] A f(pcos 0, psen 8, z) p dp dô dz 
põz 


EXEMPLO 1. Calcule J)), Vx2+y2 +22 dxdy dz onde B é o cilindro 


Solução 


Vamos calcular a integral utilizando coordenadas cilíndricas. 


= sen (7) com (o, 9, z) = Bog 


x=pcos 0 
= 


onde B ,6, é o paralelepípedo 


Temos 


J), Jx? +y2 +27? dx dy dz = JJ), p Jp? + 2? dp do dz. 
pêz 


Por outro lado, 


27 l 1 
J)), pp +22 dpdod: = J, do J, É; pp? +22 dp de. 
p&z 


———eriee eee! 
A 


27 
| Abas far 
0) 


3 3 
A = 4 Etr ep] dz = : + ae) dz — 5 z dz 
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3 


[ (1+22)2 az = E» 


Ave 
0 12 


E 
3 









| | Es 
+ agora, calcular ), (1 Es a. dz . Fazendo a mudança de variável z = tg 8, obte- 


| 3 + 3 
|. (1+22)2 dz = EL (1 + tg? 9)? sec? 8 dB 


1 3 das 
j (1+ E dz = IR sec? 9 d0. 
O O 


ndo a fórmula de recorrência 


n 





sec" 2 0tg0+ —— 
Ma | a 





| sec" 8d0 = , | sec"? 6 do 


T ac 
q sec? o do =| sec? 9120 + 2 sec O tgo += In (sec 0 + tg6) ' 
“Jo 4 8 o) 
q 
[s sec? page La 22,2 (241) 
0 PÀ 8 8 


J), Jx2 + y2 +27 dx dy de= E (12 —2+3ln (2 +D) 


o sólido B dado por 





LO 2. Utilizando coordenadas cilíndricas, calcule o volume d 


= —“)»<0,0=7<x+yx=20ey2Z0. 


PiP-nedoeg- + <l 


Da SS 
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Façamos então 


x-—-1l=pcosô 
y=psenô 
E x 












com (p, 6, 2) E Bpgp onde B,p, é dado por O = p< 1,0 < 0<m0<z<l+pcos0+ pse 
Temos 


/j , dxdyde = IJ Ni do dz 
Por outro lado, 
dado nie 
1). p dp do de = | j 5, [ao do 


ii a 


-[º f! pz) do dê 
q 
=|. E (p + p? cos 6+ p? sen 0) do do 


-[l5+ + + cos 6 + = sen 6 | dó 
Portanto, 


| )). p dp do dz = Tr " E (unidade de volume) 


que é o volume do sólido dado. 
Observação. Se tivéssemos tomado o pólo na origem teríamos 


x =pcos 6 
y=psenô 
MT da 
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or (o, 8, 2) E Bp9, onde B,,, é dado por p < 2 cos ,0<60= > €0<z<pcos 6 + 


sen 9. Desta forma, o volume será 


ã 2 cos 6 pcos+ psen 6 Rd 2 cos 8 
E [| p dz lapao= [2 |, [p2 cos 6 + p? sen 9] dp dê 


7 x 
— J? [5 (2 cos 9) cos 6 + : (2 cos 8) sen o| dê 


q 
E (cos* 8 + cos? 8 sen 6) dg 


se + É (Confira!) 
2 3 


o: 


E VPLO 3. Calcule ]) J, qx2 +y2 —7 dx dy dz onde B é dado por 


| 
O<y<x0<r<l,0<7<2+y 


Processo 


y | 


. 2+y 
E: JIJ, Vx2 +92 —7 dx dy dz =), ) Vx2 + y2 —z de dx dy 


KéoconjuntoO<y<x 0<r< E 


x? +y2 o) 3 
j W+ycedo=-Sqlry na 





3 
EA E 
Ji), x ey x dx dy dz J. 3 (x + e) dx dy. 
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Mudando para coordenadas polares 


x = pcos 0 
y=psen 6 






x=1<> pcos60=1 


resulta 


3 us l 
1), FA y2)2 dx dy = JR pm p? o do 


que já foi calculado no Exemplo 1. Portanto, 


2 (2,0 W2 3 
jx2+y2 -zddyd=>|/ +22 + >m(/2+1)| 
11, vz is pdc= (5 Et a +) 
2.º Processo (Utilizando coordenadas cilíndricas) 


JJ, hn + y2 — z dxdydz = JIJ, /p? — z pdp dô dz 
pôz 


1 T 2 
onde B, édadoporr0<=p=——  0=<=0<-—el<z=<p. 
poz P P cos 6 4 P 


p? | 
||] vp? — z pdp dO dz = || ] Jp? E a a dp d0 C 
Boo: K,o [20 os 





T 
onde K,,g é o conjunto O = p = eO<o<s 2 


os 6 
À $? ide ; 
p? = 2 
| ppi=E de= [2 (o? aj] it dá XEN 
0 3 0 [ão & 
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0 3 


q 
: Ea sec 8 
HI lp? — z pdp d0 dz = [4 ] 2 p* dp| do 
Bi 0 


a) 
= [4 — sec? 0 dB. 
o 15 












2 8 


JI), jx2+y2—z dxdydz = E E + ESP + : In [2 E )] 


« CENTRO DE MASSA E MOMENTO DE INÉRCIA 


naginemos uma partícula P, de massa m, girando com velocidade angular w, em torno 
m eixo fixo. Suponhamos que a distância de P ao eixo seja r. A velocidade v da partícu- 
rá, então, v = wr e sua energia cinética será 


2 


(mr?) we => Iw 


1 
2 
= mr é, por definição, o momento de inércia de P em relação ao eixo. 

onsideremos, agora, um eixo fixo e um sistema de n partículas de massas m; (i = 1,2, 


'); seja r; a distância da i-ésima partícula ao eixo. Definimos o momento de inércia do 
a, em relação ao eixo, por: 


q 2 
l— 


Joserve que se as partículas do sistema acima giram, em torno do eixo fixo, com uma 
ima velocidade angular w, então a energia cinética do sistema será 


2 


n 1] n 
2 5 mv = 2 5 (mn) w? = Iw*. 


=] t=1 


l 
Ps 
Jonsideremos, finalmente, um corpo B com densidade volumétrica ô (x, y, 7). Defini- 
O momento de inércia de B em relação a um eixo fixo por 


[= J1),r? dm (dm = ô(x, y, 2) dx dy dz) 


Er=r(x,»y, 2) é a distância do ponto (x, y, z) ao eixo. 


PLO 1. Calcule o momento de inércia de uma esfera homogênea, de raio R, em re- 
> a um eixo passando pelo seu centro. 
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Solução 







Consideremos a esfera com centro na Ori 


relação ao eixo z. A distância r do ponto 
pondo a esfera homogênea, sua densidad 


gem e vamos calcular o momento de inércia em 


(5, ), Z) ao eixo é /x2 + y2 . Como estamos st 
e é constante, que suporemos igual a k. Temodh 


P=flf re dm= |[[ (2 + 32)k dx dy de 


onde B é a esfera x” + y? +é<Rr?, Passando para coordenadas esféricas obtemos; 


= [ff (p? sen? q) p? sen q dê dp dp 
Boop 


onde Bgp É O paralelepípedo O < E O<p<Re0 


Sp 7. (Observe: x = psen Pcos É 
ey= psenqseno=>x+y = nº sen? P.) Segue que 


I k [5” ao [º “do |” Pr. kms [7 É vd 
=— sen E —- par sen : 
: o P' do |, pdp == k pdy 


Como 


Ca TT T a 1 Tr 
) sen? pdy = ! sen pdp — | cos? psen pdy = |-cos elo E + cos? e] 4 
0 0 0 a” 0 


resulta 
I= - R2 [5 TRE | = 2 MR? 


onde M = : mR3k é a massa da esfera. 


Consideremos um corpo B, com função densidade & (x, ), Z). O ponto Lo Yo Z-) onde 


E 
Tm E Tiga Tita 


denomina-se centro de massa de B. 








Exer 
EXEMPLO 2. Calcule o centro de massa do corpo homogêneo x? + << 
Solução 2 
Precisamos calcular apenas z, pois, tendo em vista a simetria do Corpo, em relação ao eixo 3, 
Oz, x = Y. = 0. Temos 
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ra. 11), ax dy ae 
e JH), e ax ay az . JH), ax ay as 


de B é o conjunto xº + y <z<= 1ek(k constante) a densidade. Seja A o círculo 2 + y <s 1. 
JOS 








1), travas E RIR de dxay = J), (1 — x? — y2) dxdy. 


ssando para polares obtemos: | 


dx dy dz = do | (1- 92) pdo = —. 
JI), y dz J, J p*) pdp 3 


x outro lado, 


Nhrasa=[f calmo fp esr]aa- 


->[ "ao a pd 
o , 1-4!) pdp 





r anto, o centro de massa é O. 0, | 


7 SÊ e 
di ia ao ie e 


1. Calcule o momento de inércia do corpo homogêneo x +y+z<4,x=0,y=0ez=>0em 
relação ao eixo z. 


2. Calcule o momento de inércia do cubo homogêneo de aresta L, em relação a um eixo que con- 
tém uma das arestas. 





j 3. Considere o cubo 0 =x=1,0= y<=1e0<sz=esuponhaque a densidade no ponto (x, 
X, 2) seja x. 
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10. 


BP 


EA 


- Considere o cilindro homogêneo (x — a + y <a e0< ZzSh. 


- (Teorema de Steiner ou dos eixos paralelos.) Seja 1, O momento de inércia em relação a 


- Aplique o Teorema de Steiner ao item b do Exercício 4. 


. Calcule o centro de massa da semi-esfera homogênea x” + y +27” < Rº ezz0(R>0 


- Calcule o momento de inércia de uma esfera homogênea de raio R, em relação a um eixo € 


- Considere um cone circular reto homogêneo de altura A e raio da base R. 
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a) Calcule o momento de inércia em relação ao eixo Oz. 
b) Calcule o centro de massa. 


a) Calcule o momento de inércia em relação à retax = ae y = 0. 
b) Calcule o momento de inércia em relação ao eixo Oz. 









q 
. 


eixo que passa pelo centro de massa de um corpo e 1 o momento de inércia em relação a 
eixo paralelo, a uma distância h. Verifique que 1 = 1 vo SÊ Mn, onde M é a massa do cor 


2 2 


distância ao centro seja A. 


a) Calcule o centro de massa. 
b) Calcule o momento de inércia em relação ao seu eixo. 


Calcule o momento de inércia de um sólido homogêneo com a forma de um cone circular 


de altura h e raio da base R, em relação a um eixo passando pelo vértice e perpendicul: 
eixo do cone. 


Determine o centro de massa de uma semi-esfera, cuja densidade no ponto P é proporcion: 
distância de P ao centro. 


Calcule o momento de inércia de um cone circular reto de altura h, raio da base R, homogê 
em relação a um diâmetro de sua base. 





6 


INTEGRAIS DE LINHA 











|. INTEGRAL DE UM CAMPO VETORIAL SOBRE UMA CURVA 


s 
Suponhamos que F: OC IRêS IR seja um campo de forças definido no aberto £) e 
uma partícula descreva um movimento em O com função de posição y: [a, b] — O 


— + 
f) é a posição da partícula no instante 1.) Se F for constante e a imagem de y um seg- 
——+ 
nto, o trabalho 7 realizado por F de y (a) até y (b) é, por definição, o produto escalar de 


pelo deslocamento y (b) — y (a): 

—s 
T= F-ly(b)-—y(a)). 
F 


y (b) 


y (a) 


1=F -[y(b) — y(0)] = IF ly (b) — yla)l cos 


> ES: ; ] 
“Suponhamos, agora, que F e y sejam quaisquer, com F contínuo e y de classe C.. 


—s 
emos definir o trabalho realizado por F de y(a) até y (b).SejaP:a=g<ty << 


RE ,<t;<..<t,=buma partição de [a, b], com máx At; suficientemente peque- 
se» Lembramos que máx At;é o maior dos números At, = &— t;- pi = | Rr 


O 
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Ft (;. 1)) 





Y (to) = 7 (a) 
Tendo em vista as hipóteses anteriores, é razoável esperar que a soma 


Ls 
O DF (Gy D [yG — vi D] 


t=1 


==» ' 
seja uma boa aproximação para o trabalho 7 realizado por F de y (a) até y (b) e que es 
aproximação seja tanto melhor quanto menor for máx At,. Por outro lado, 


YO Yt-)=Yy Qd 
e daí 


TS > ? F CrQf=1)) * 1 Gi=1) Ag 


i=] 


—— 
Como a função F (W(t)) - y'(t) é integrável em [a, b], pois é contínua neste intervalo, seg 
que 
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F - dy é uma notação para indicar a integral í F (y(t)) - y" (1) dt . (Pode ser prova- 
(5) tende a esta integral quando máx At; tende a zero.) 
snsideremos, agora, um campo vetorial contínuo qualquer F:QCIR' > IR”, Qaberto, 
a curva y: [a, b] > 1, de classe C!. Definimos a integral de linha de F sobre y por 






' 


— bs ) 
Pd eaagres J, F(y(D)-y (dt. 





5. =» 4 
al a notação | F-dr para a integral de linha de F sobre y, onde r(1) = y(t). 
Y 


>. Ss —s - -s 
LO 1. Calcule | F.dr,sendo F (xy)=xi+y1 ey()=(LO)tE(-1,). 
4 


ad É =s | 
| Fay=[ Foo vos 
Y ia 


E: 


-> —- Ss 
FyO)= Ft t)=ti+t) 
Y(0 = (1, 2º). 


a — — 
FAO yMD=(ti+HtD)M2D=t+ 2º. 


a 
| F dy= | (1+28)dt=0, 
, À 


Mliserve que t + 2tº é uma função ímpar.) 
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ali PC) 


— 4 — 
Se F for imaginado como um campo de forças, o trabalho realizado por F de y(—1) 
y (1) é zero. 


EXEMPLO 2. Calcule | Ped? sendo 
y 


y(t) = (cost, sent), O <= 1< 27, 





e 
— — > > 
y X 
A SO CT DS | 
Er: E 
Solução ! 
> > (2 —sen £ as cos t E: 27 
[Far=| ipa e A a nn (sen, cos r)dt = | dt. 
x 0 cos* E + SeEnT cos” t + sen“ t 0 | 
Portanto, ' 


> Ss 
| F-dr=24. 
É à 


= 
EXEMPLO 3. (Relação entre trabalho e energia cinética.) Suponha F: OQ C IRê — IRult 


ss 
um campo de forças contínuo. Sob a ação da força resultante F , uma partícula de massa 1 
desloca-se de A até B, sendo sua trajetória descrita pela curva y: [a, b] — O, de classe € 
com y(a) = Ae y(b) = B. (y(t) é a posição da partícula no instante t.) Sejam v, € vp 
velocidades escalares nos instantes a e b, respectivamente. Prove que | 
ue | 


—s 
V 





— 
isto é: o trabalho realizado pela resultante F no deslocamento de A até B é igual à variaç 
na energia cinética da partícula. q: 
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À 
F(y(8) 
Y (6) 
7 B 
s 
A -- dr > dy 
V jo (a a = mpi 
dt dt 






—s 
que age sobre a partícula no instante té F (y (7); pela lei de Newton 


-s Áo 
8.1 
F(y(D))=m Ei 


então: 


> pb dr b dv dr 
F.d =| F(v dt= [ dv dr 
y d a (tm) a dt dt 
>. Ss Db = E 
|? dr =m[ v bd 
Y a 4 
É sr dk dO» + dy 
> 0 
ty « jpeg df 2 ssh 
dt dt t dt 
— 
Gl? v]) > dv 
dt 12 dt 
Eme 
— E Li> — b 1i=o -— — -— l 2 > 
E a= [VV] 5 0-V0 Pa Va|= 133] 
dt 2 o 2 


E e 2 => —» —» =) 
3 =|9(b) =v(b):v(b)evi=v(a)-v(a).) 





Pd 
/ 
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Portanto, 


Exercícios 6.1 


0.3 
1. Calcule ] F- dr sendo dados: 
— R > — — 
a) F(x,y )=«xi +yj+zk ey()=(cosi sent 1,0<1<27 
> — 
b) Flyo)=(x+y+2k ey(D=(t,1-+12),0<1<I] 
— -— 
)Flwy)=xjey()=(2,3,-|<1<1 
E Es > 
d) FlO,y)=x2i+(x-y))j ey()=(t,sent,0<t<7 


- =) — A 
e) Fixyo)=x ii +y2) +22 k ey(t)=(2cost,3sent,1),0<1<97 












= - 

2. Seja F:IR? = IR? um campo vetorial contínuo tal que, para todo (x, y), F (x,y) é paral 
= E E ii 2 

ao vetor xi + y j. Calcule F- dr, onde y: (a, b]— IRº Euma curva de classe 


a E id às 
cuja imagem está contida na circunferência de centro na ongem e raio 7 > 0. Interprete geor 
tricamente. 


- Uma partícula move-se no plano de modo que no instante + sua posição é dada por Y (f) S 
? — 

P). Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças F(x, WD=(x+yi+(x-— WI 

deslocamento da partícula de y (0) até v(1). 


> —> —+ - 
4. Uma partícula desloca-se em um campo de forças dado por F (x, »)=-yi tax) EA 


Calcule o trabalho realizado por F no deslocamento da partícula de y (a) até Y (b), sendo dad 
a) y(t) = (cost, sen t, )ba=0ecb=27 | 
bD)y()=(Qt+1,t— L)a=leb=92 
c) y(t) = (cos t, 0, sen Da=0eb=27 





— — 
> Calcute | E -dl onde E(x,y)=— co 
Y 


eyvD)=(LID),-I<i<l 
XP pgê qx2 + y? 


— > Ss 
! desempenha aqui o mesmo papel queo r:1(t)=y(t).) 





a | 
6. Sejá E o campo do exercício anterior e seja y a curva dada porx=tey=1- e -|I <a 
> 0 
a) Que valor é razoável esperar para j E -dI? Por quê? 
Y 


>. Ss 
b) Calcule ) E-dl 
Y 


p= es cs h 
T. Calcule ) E -d | onde E é 0 campo dado no exercício 5 e yacurva dada por x = 2 cost y= 
Y 


m o * 
sen í, com = (= 3: 


gu eu O 
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OUTRA NOTAÇÃO PARA A INTEGRAL DE LINHA DE UM 
(CAMPO VETORIAL SOBRE UMA CURVA 









— - -—+ 
a F(x,y)= P(x,y)i + OU, y) j um campo vetorial contínuo no aberto £) de IR” 
»y: [a, b] — £) uma curva de classe C! dada porx=x(Dey =) (t). Temos 


a 


em b r e | 
1 F.dr =| [PEGO + Q0(D,y(D) 5 HG + Ola 
-[. de dy 

= | PG) aa O (x (1), (1) jar 


jitima expressão acima nos sugere a notação | P(x, y)dx + Q(x, y)dy para a inte- 
7 


: => 
E linha de F sobre y: 
€ 
|. Pra + OM dr [7 [PAO T+ GOO) do a 
Y a Í dt 


mesma forma 

| Pax+ Ody+ Rd: 

y 

rá à integral de linha de 

— | — — — 
F(x,yD)= P(x,y Di HOM + R(x,y, 2) k 


a curva y dada por 
x=x(0y=yMez=z(Dha<t<ob. 


MP D 1. Calcule ] xdx+(x2 +y+ dy + xyz dz, onde Yy (t) = (1, 2t 1),.0<t<l. 
y 


| | de dy dz 
- = 9 = |, segue — =| — =2e — = 0. Temos: 
add ego Cd FA 


e II dx dy dz 
2+y+ + = | t— + pn ra E ldr= 
j xdx + (x? + y + D)dy + xyzdz q! ( ) Si RS 


| 
= | fe + (242 +n2+0]dt= 
0 6 
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EXEMPLO 2. Calcule J, —ydx + x dy, onde y: [a, b] — IR? é uma curva de classe! 


x? 
cuja imagem é a elipse e + fa = 1, e tal que, quando t varia de a até b, y (f) descr a 


elipse no sentido anti-horário. 
Solução 


(Observação: Sempre que se especificar apenas a imagem de y, entender-se-á que 
curva mais “natural” que tem tal imagem.) 


Uma parametrização bem natural e que atende as 
condições dadas é 


ou Up 2 


x L 
4 NE | 
Temos, então, O 


27 27 
| -»dr+ xáy= [ [3 sen SE + 2 cost E lar [6 sen? + + 6 cos? 
y 0 dt dt 


ou seja, 


| -yde+ xdy = 127 
Y 


Exercícios 6.2 


1. Calcule | x dx + y dy, sendo y dada por x = Pey = sent 0<t= di, 
Y 


a 


e 2. Calcule ] xdx — ydy, onde y é o segmento de extremidades (1, 1) e (2, 3), percorrido no se 
de (1, 1) para (2, 3). 


3 Calcule J xdx + ydy + zdz, onde y é o segmento de extremidades (0, 0,0) e (1,2, 1). E 
rido no sentido de (1,2, 1) para sá 0, 0). 


4 Calcule , x dx + dy + 2 dz onde y é a intersecção do parabolóide z = X* + y com o plan 


ZE 2 gp o sentido de percurso deve ser escolhido de modo que a projeção de » (t), nor 
xy, caminhe no sentido anti-horário. 


5. Calcule | dx + xydy + zdz, onde y é a intersecção de x” + y +7 = 2,x=0,y=0em 
Y 


0, com o plano y = x; o sentido de percurso é do ponto (0, 0, 2) para (1, 1, 0). 
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E Estate | 2 as — dy, onde y tem por imagem xº + y? =4,x=0ey= 0;o sentido de percurso é 


SE (2,0) para (0, 2). 


aicule ] — + dx + —— dy, onde y tem por imagem a elipse 4x? + y =9eo 
» e A é ae à | 4xº + y? 
mtido de percurso é o anti-horário. 


ja y(t) = (Rcost, Rsent),0O<t<27(R>0). Mostre que | eniigia dx + EEE ms dy 
Ú 7 E TOR x2 + y2 
o depende de R. 
eicule | dx + ydy + dz onde Y é a intersecção do plano y = x com a superfície 2 = * + y, 
= Y 
2, sendo o sentido de percurso do ponto (—1, —1, 2) para o ponto (1, 1.2). 
aicule / dx + dy + dz onde y é a intersecção entre as superfícies y = =rvez E AR y ; 
>0,y= > 0 ez = 0, sendo o sentido de percurso do ponto (1, 1, 0) para o ponto (0, 0, 2). 


alcule | 2y dx + zdy + x dz onde y é a intersecção das superfícies x” + 4y =lex+ a 
| Y 
1,y=0ez = 0, sendo o sentido de percurso do ponto (1, 0, 0) para o ponto (—1, 0,0). 


DANÇA DE PARÂMETRO 


EM: [a, b] > IRºey: lo d]=> IR. duas curvas de classe C!; suponhamos que 
ja função g : [c, d] —> IR, de classe C!, com g'(u) > Oem Jc, dle Im g = [a, b], tal 
Eiodo u em lc, d], 


Y2 (u) = yy (g(14)) 
s, então, que *y, é obtido de *y, por uma mudança de parâmetro que conserva a orientação. 


mn (0) Fa 





n(t) 






N(U)=n(t), t=g (u). 





Val) = vi(g(u)) + gu). 


que se y, é obtida de y, por uma mudança de parâmetro que conserva a orien- 
RR eneio Y1 € Yo têm a mesma imagem e, além disso, de y> (u) = y1 (g(u)) g'(u) segue 








[E às 


“bl, resultag(c) = ae g (d) = b.) Então, fazendo a mudança de variável t = g (u), vem: 
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que y> (4) é vi (b. t= g(u), são paralelos e terão, se não forem nulos, o mesmo sentic 
pois, g'(u) = O em [c, d]. 

Se a condição “s"(u) > O em Jc, d[” for substituída por “g'(u) < O em Jc, d[”, então direme 
que y é obtida de y, por uma mudança de parâmetro que reverte a orientação. Observe qu 
neste caso, as velocidades y3 (u) e Y (t), t = g(u), são paralelas e com sentido contrário. 





—+ 
Teorema. Seja F um campo vetorial contínuo no aberto O C IR” e sejam y : 
La, b] > De y: [c, d] > OQ duas curvas de classe eu 










a) Se Yy, for obtida de y, por uma mudança de parâmetro que conserva a orientação, ent: 


— - 
F dy =] FÉ «dya, 
YA Y2 


b) Se y for obtida de y, por uma mudança de parâmetro que reverte a orientação, entãe 


=>, ce 
[FE dn=-[ Pan. 
Y Fa 


l 


Demonstração 


a) yo (u) = Y (g (u)) em [c, d], onde g é de classe C! em [c, d], a imagem de g é [a ble g'(u)> 
O em Jc, d[. Observe que g é estritamente crescente em [c, d] e, tendo em vista que Im g = 


—, b e 5 / d — é 
h F - dy = | F (n(0O) -y (dat = | F Cr (g(l)) - Yi (g(u)) - g'(u) du = — 
1 q C 


d —s , —s 
=| POr) vodu = [ Fdy. 
c à fr) 
b) Fica a cargo do leitor. E 


Exercícios 6.3 


— 
l. Seja F um campo vetorial contínuo em IRÊ Justifique as igualdades. 


Es - uu? 
a) | F : dy =| F- dyz,ondey, ()=(,),0<t<1,ey(u)= [68 josu 
Yi Y2 Z 4 
- - 
b) F- dy = J. F - dy2, onde y (t) = (cost, sent), 0<=1<27,€ Yo (u) = (cos 2u, sem 
2 


— — 
Cc) | F - dy = | F - dy2,onde y1 (1)= (cost, sent), O <t <= 27, e y, (U)B 
YA 


2 
(cos (27 — u),sen(27 —- u)), 0 <u=< 27. 


—s> 
d) FÉ oi = + F-dy,ondey (D=(L,-I=i<Len(W)=A-u(A-u 
Y2 
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o em O e sejam y): [a, b] > Le 75: [c, d] > OQ duas curvas 


: a 
2 Seja F um campo vetorial contínu 
= Im Yo. À afirmação 


quaisquer de classe C, tais que ImYy 
— S — — 
j F - dy = | F - dy, ou | F-dy =) F - dy, 
Y 72 NY 72 


“é falsa ou verdadeira? Justifique. 


“INTEGRAL DE LINHA SOBRE UMA CURVA DE CLASSE C! 
POR PARTES 


se diz de classe c' por partes se for contínua € se existirem 


Uma curva y: [a, b] > IR” 
t, = be curvas y: [t;- pt) IR, i= 2,4 de 


partição a = to < 8] AP 
se C”, tais que, para todo t+ em X; — til; v (6) = y;(d): 


y é de classe e por partes 


—> 
eja F um campo vetorial contínuo no aberto Q de IR” e seja y: [a, b] — £2 uma curva 


lasse “ por partes; definimos 


ló > E aca 
| F-dy=) P dy +) P -dyo ++) F -dys. 
Y Y É od Yn 





'MPLO 1. Calcule | xdx + xy dy, onde Y (t) = (t, ETA —I<t<Sl. 
y 


| xdx + xydy = | xdx + xydy + ) x dx + xy dy 
y Yi a 
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onde 
x =t[ x = f 
Y1: —I=t<sO0 [e VS a 0<t<l. 
pe di 
0 1 
| xdx + xydy = | t+1)dt=-——> 
Yi a 6 
e 
l 5 
| xdx + xydy = | G+dr=2. 
Y> O 6 
Portanto, 


+. 


vw [O 


| xdx + xydy = 
Y 





EXEMPLO 2. Calcule | xdx + y dy, onde y é uma curva cuja imagem é a poligon 
vértices (0, 0). (2, 0) e (2,1), orientada de (0, 0) para (2, 1). 
Solução 

Uma parametrização bem natural para Y é: 


2º ((,0)se0<t<2 
Cuida mm eras 





(0,0)| MN 
Temos: 
| xdx+yay=] xdx+ ydy + | xdx+ dy 
Y YA 5 de) 
onde , 
x=t x=2 
Y1 Q=12 € % 2<1<S 
2 
| xdx + ydy = | t dt=2 
Yi 0 
. C 
| O comes | fes Bd 
sdervá= [anal 
). a 2 2 





| 


| 
Integrais de Linha 153 


[ do sds E 
y 2 








ação. Em vez de termos trabalhado com a curva 


amos ter trabalhado com 


dei 
pode ser obtida de y, por uma mudança de parâmetro que conserva a orientação. 


LO 3. Calcule | — ydx + x dy, onde y é uma curva cuja imagem é o triângulo 
Y 


es (0, 0), (1,0) e (1, 1), orientada no sentido anti-horário. 


— ydx — xdy = vide udy - ydx + xdy + | — vd + xdy 
| Y: 


Yi Y2 


P=0 
x=1 

Q<t<l, 
= i 
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, 


Portanto, 





l 
-yde+ xdy=0, | - ydx+xdy = [ dt=1 e | — ydx + xdy =O 
Y2 pá 


l 3 


[-váx+xáy=1 
1á 


Observação: Se tivéssemos tomado 
em lugar de 


teríamos 


| - ydr+ xdy =) -ydttxdy+ | — dr + xdyio) — ydx + 
É É É do 


1 Y3 


Observe que Y3 é obtida de y3 por uma mudança de parâmetro que reverte a orienta 


Exercícios 6.4 





d 
1. Calcule | 3x dx + E ç onde y é a curva 
y l+y 
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Calcule | (x— y) dx + exty dy, onde yé a 
Y 


fronteira do triângulo de vértices (0, 0), (0, 1)e 
17, 2), orientada no sentido anti-horário. | | 


Calcule | dx + dy, onde » é a poligonal de vértices Ag = (0,0), 4, = (1, 2),4, =(—1,3), 
| Y 


= (2, De4A=(-1, —1), sendo Y orientada de Aq para Aq. 


a cule / y2 dx + x dy — dz, onde y é a poligonal de vértices Ay = (0.0, 0).4, =(1,1,1) 
Y 


EA, = (1,1,0), orientada de Ag para A. 


Calcule | x? dx + y2 dy + 22 dz onde Yy é a curva do Exercício 5. 
| Y 


Verifique que 


de B é o triângulo de vértices (0, 0), (1,0) e (1, 1); 
inti-horário, P(x, y) =x) —- ye Q Cp)=x +). 


Seja B o triângulo de vértices 
rário. Verifique que 


yé a fronteira de B orientada no sentido 


(0, 0), (1,0) e (1, 1): va fronteira de B orientada no sentido anti- 


ande Pe Q são supostas de classe C! num aberto () contendo B. 


o 
Sugestão: Calcule ] ) E dxdy fixando inicialmente, y: calcule — Í | - dxdy fixando, 
B Ox Boy 


inicialmente, x. Compare, em seguida, com as integrais J O dy e J P à 


“Yerifique a relação do exercício anterior supondo B o quadrado 


de vértices (—1. =). (1, —1), 
ti. 1D)e(—1,1); ya fronteira de B orientada no sentido anti 


“horário. 


Sejam f g: [a, b] — IR duas funções de classe C! tais que, para todo x em (a, b]. f(x) < g (x). 
Seja Bo conjunto de todos (x, Y) tais que f (x) = VY<g(v),asryi<shb,. Seja ya fronteira de B 
orientada no sentido anti-horário. Prove que 


), ax =), -S axa 


onde P é suposta de classe C! num aberto que contém B. 


Sejam B e y como no Exercício 10. Prove que 


área de B = =| vdx. 
Y 
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6.5. INTEGRAL DE LINHA RELATIVA AO COMPRIMENTO DE 
ARCO 







Seja y: [a, b] —» IR” uma curva de classe Cle seja f uma função a valores reais, 
nua, definida na imagem de y. Definimos a integral de linha de f sobre y, com relaçãã 
comprimento de arco, por 


b 
| fO)ds = | FO) ly (Dlldt 
É q a be 





ds 
Observação: 
x (t) 
Y (tj) 
Y (6, E. 1) 
f. 
eo l e... 
[+ ——>—>— e 
to == 4 ) t; 4 Í; b — ln 


O comprimento As; do arco de extremidades y (t; . )e y(t;) é: 


Í; = 
As;= | Ly Code =11y/(E;) II At; 
=] 





para algum £; em [t; 4, t;]. Temos: 


DIGA => fGEDIy GD As. 


i=1 i=1 
Pode ser provado que 
máx At; — 


R - b 
lim DS f0G)As =| FODIy ond 
di E 


ou seja, 


áx At. 


i 


J, fO)ds= lim > so) as: 
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ve que 5 f(y()) lly'(F))Il At; não é soma de Riemann da função f(y (9) ly (8) ||, 
i=1 


t; e t; podem não ser iguais. Observe, ainda, que ds = Ily' (t) Il dt é a diferencial da 


t 
ão comprimento de arco s = | ly" (1) Il du. 
a 


IMPLO 1. Calcule | (x2 + 2y2) ds, onde y é dada por x = cost, y = sen 1, com 0 < 
| Y 


- di . 


27 RD. 
| (x2 E 2y2) ds = J, (cos? t+ 2 sen? f) Il (— sen t, cos t)lldt = 


27 27 é 
= |. (cos? t+ 2 sen? par=[ (1 + sen“ t)dt=37 


integral de linha, relativa a comprimento de arco, pode ser aplicada no cálculo da massa 
n fio delgado cuja densidade linear (massa por unidade de comprimento) seja conhe- 
Um fio delgado no espaço pode ser olhado como a imagem de uma curva y: [a, b] = 
à massa M do fio é, então, 


M=| OX vs2) ds 
Y + —————+ 
dm 
ô (x, y, z) é a densidade linear no ponto (x, y, 2). 
MPLO 2. Calcule a massa do fio y(t) = (11,1), 0<t=<2,sendo (x,y, 7) =xyza 
idade linear. 


UU 


z 
M =| xyz ds= |, BIA 1 DI de= 443. 
à É 


nto, a massa do fio é 4/3 unidades de massa. 
amnsidere um fio delgado %: [a, b] — IR”, com densidade linear ô (x, y, 2). O momento 
ércia no fio em relação a um eixo fixo dado é 


1=) r2 8(x,7,.2) ds 
+ 40 - 
dm 


r=r(x,», 2) é a distância do ponto (x, y, z) ao eixo. 


EMPLO 3. Calcule o momento de inércia de um fio homogêneo com a forma de uma 
rência xº + yº = Rº(R > 0), em relação ao eixo Oz. 
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Solução 


pe x + 7º 


dm = kds 


(k = constante é a densidade do fic 





Tomemos %y (t) = (R cost, Rsent, 0),0 = 1 = 27%. Temos: 
27 
1=) (12 +32) k ds = |. kR3 dt = 2mkR3. 
Y 


Como 27kR é a massa M do fio, resulta que o momento de inércia é 1 = MR-. 






— 
EXEMPLO 4. Seja F:QC IRÉ- IRê um campo vetorial contínuo e seja y: [a, b] — 
uma curva de classe C' tal que, para todo t em [a, b], Il y'(£) Il + O. Suponha, ainda, que y (t 
Y (t,) sempre que t, + t,. Verifique que 


[Fa=[ 5 OO ds 





o EE Dis YU) ; 
onde Fr(y(t)) = F (y(t))- T(t), sendo T (1) = (0 o versor de y (t); Fr(y (1) 


—S 
componente tangencial de F no ponto Yy (1). (Observe que F, é uma função definida 


— - 
imagem de y e que, a cada X E Im y, associa o número F(y(t))- T(t), onde X = y 
Solução 
— b ) b = ci 
| F - dy = | Fw) y (dt =| FO) TOlyC de. 
a qo ——e e —eeeed? 
, Fr O (8) 


Assim, 
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Iy'(t 
E 


cuide b 
] F-dy=) Fr(y(0)] Jlidt = [ Fr (X) ds 
Y aq Ea 5 4 


J, F «dy= J Fr (X) ds. 











| - 
rvação. Se olharmos F:QCIR'-S IR como um campo de forças em Q e se supu- 
nos que *y descreve o movimento de uma partícula em (), então 


J Fr (X)ds 


— 
rabalho realizado por F no deslocamento da partícula de y (a) até y (b). 
la 


Er (0) T (8) 







y(t+ At) 


Fr (X) As = trabalho realizado por F entre 
Os instantes t et + At, onde X = Y (t). 


(As é o comprimento do arco de 
extremidades y (t) e y (t + At)). 


rícios 6.5 eae iii aa rem O VR 
1. Calcule 


a) | (1? +32) ds, onde y() = (LN) -I<1<| 

Y 

b) | Co+yas, onde Y(D)=(+1,t-1),0<1<] 
5 é 


c) ] xyz ds, onde y (t) = (cos £, sen f, ),0O<t=<27 


Ez. Calcule a massa do fio y (1) = (1, 21, 31,0 <1<1, cuja densidade linear é ô (x, y, 
“3. Calcule a massa do fio y() = (cost, sent, 1, 0<=t 
: Na Z. 
4. Calcule o momento de inércia de um fio homo 
raio R, em torno de um diâmetro. 


5. Calcule o momento de inércia de um fio VC) = (124,31), 0<t=1,com densidade linear 
O(xyz7)=x+y + 2. em torno do eixo Oz. 


* 8. Calcule o momento de inércia de um fio retilíneo, homogêneo, de comprimento L, em torno 
de um eixo perpendicular ao fio e passando por uma das extremidades do fio. 


d=2+p+tz 
“ 7, com densidade linear ô (x, y, 2) = + 


gêneo com a forma de uma circunferência de 





160 


à T 
7. Calcule o momento de inércia do fio homogêneo Y (t) = (cos £, sen t, ,O<t= Cê em tor 


10. 


- O centro de massa de um fio y: [a, b] = IRÊ é 0 ponto (x,, Y.» Z.) dado por: 


- Calcule o centro de massa do fio YMD=(,t1,0<t=< 1,com densidade linear 8 (x,y, Z 
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do eixo Ox. 


| xdm | vem | vam 
Y Y Y 


Ac Po 'XT—— e 
] x dm ] ydm ] ydm 
Y É 4 Y 


onde dm = ô (x, y, Z) ds é o elemento de massa. Calcule o centro de massa do fio homogê 
dado. 


a) y(t) = (cost, sent, 1),0<1< e 


b) v(t) = (t, P. 0, —1=<4t=1 


xyz. 


Seja Y, : [a, b] > IR2 uma curva de classe C! e seja f (x, y) um campo escalar contínuo 
imagem de y. Seja y> : [a, b] — IR2 dada por 


(MD nlO=yla+rb- sp. 


Prove que 


| fds =| fds. 
Y Y2 


Interprete o resultado. Dê exemplos de curvas satisfazendo (D. Compare com os resulta 
obtidos na Seção 6.3. 





/ 


CAMPOS CONSERVATIVOS 


À. CAMPO CONSERVATIVO: DEFINIÇÃO 


| > 
Jm campo vetorial F : 0,C IRº-— IR? denomina-se conservativo se existe um campo 
ar diferenciável q : O — IR tal que 


em 
Vo=Femhl. 








Uma função q: O > IR que satisfaz (1) denomina-se função potencial de F. 
O próximo Reonsmia fornece-nos uma condição necessária (mas não suficiente) para que 


2 campo vetorial É; QCIRP > IR? (n=2,3) seja conservativo. 


—S 
Teorema. Seja F:QCIR" SIR" (n=2,3) um campo vetorial de classe C! no 


e faces = . > 
aberto (). Uma condição necessária para F ser conservativo é querot F = 0 em. 


monstração 


Suponhamos n = 3 F = Pi + ch] jJ +R t. Supondo F conservativo, existirá « : 
IR tal que 


—. 
Vo= FemQ 


que é equivalente a 
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dp o2p OP 
ox Syox E dy 
DE ao os ER 28 
dy o oxóy ox. 


Pelo fato de q ser de classe € x segue que 


2 2 
ER e (teorema de Schwarz) 
dydx  dxdy 
e, portanto, 
DÊ cs 08 an), 
dy dx 


De modo análogo, conclui-se que 





DE a PÉ DO 2 jet, 
dz Ox oz dy 


SS 
Logo, rot F = 0 em0O. um 







= ; 
Mais adiante daremos exemplo de um campo vetorial F, não-conservativo, com rota 


— >. — 
cional O, que mostrará que a condiçãorot F = 0 é necessária, mas não suficiente, para É 
ser conservativo. | 


+ 
X 


— 
há 
EXEMPLO 1. F (xy)=——s Lts —s 
05 7) Ary o  xi+y 


j, (x, y) + (0, 0), é conservativo, poi g 
| . 


tomando-se q (x, y) = 5 In (e + y), teremos 


É 2 
Vo= FemO=IRº-— (0,0). 
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| rs Es = = O a 
MPLO2. F (xy)=-—-yi +xj nãoéconservativo, poisrot F (xy)=2k + 0. 
ícios 7.1 
O campo vetorial dado é conservativo? Justifique. 

—, 
a) F(6yzw)=(%)Z w) 

- — - 
b) F(xy)=yi +xj 


=> 0 = 2 
Er Xyr)o=A-p)itRry+d)j+zr k 


x — =; Z 


>» —> it D—w—»— j+ 
(x2 +92 +22) (12 +72 + 222 (2 +y+72y 


me) 


-—s 
DO F(xy)= 


— =) => -> 
o F(xy)=xi +yj +zk 


cat, 
Seja f: IR — IR uma função contínua e seja F o campo vetorial central 


F(x,7,0) = ro 


-s —- - — + — 
onde r =xi +tyj t+zk er=llrill.Proveque F é conservativo. 


- 
* (Sugestão: Verifique que V p = F onde q (x,y, 2) = g(N x? + y? + 2? ), sendo g (u) uma 
primitiva de f (u).) 


- FORMA DIFERENCIAL EXATA 


> =» = 
deja F (xy)=P(x,y) i + Q(x,y) j definido no aberto O. Vimos que 
J, P(x, 9) dx + O(x, 9) dy 


R 
na notação para indicar a integral de linha de F sobre y. Pois bem, no que segue refe- 
Jos-emos à expressão 


P(xy)dx+ O(x,y) dy 


2 uma forma diferencial definida no aberto 1). 
zemos que (7) é uma forma diferencial exata se existir uma função diferenciável q: 
» IR tal que ? 


DE fe CE e: vil 
x dy 


a tal q denomina-se primitiva de (1). 
Seja p: MC IR - IR uma função diferenciável. Lembramos que a diferencial de q, no 
> (x, y), é dada por 
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o ç, 
p= ryd+L ya 
dx dy 


Deste modo, dizer que (1) é uma forma diferencial exata é equivalente a dizer que exis 


um campo escalar diferenciável q: O — IR tal que, em todo (x, y) E 1), a diferencial de 
é dada por 


dp=P(xy)d+O(x ya. 


—s 
Observe que (1) é uma forma diferencial exata se e somente se o campo vetorial F (x, y) = 


> o 
P(xy)i +Q(xy) j forconservativo. Segue, do que vimos na seção anterior, ques 


P e Q forem de classe C! no aberto OQ, então uma condição necessária para (1) ser exa 
é que 


PE a a 
dy Ox 


Da mesma forma, se P, Q e R forem de classe C! no aberto O C IRº , então uma con 
ção necessária para | 


PlOyr)dk+Osy)dy+R(xy dd 


ser exata é que 


9P 90 
dy Ox 
OP OR 
— =— em. 
oz Ox 
99 — 9R 
dz Oy 


EXEMPLO 1. A forma diferencial 2x dx + 2y dy é exata, pois admite q (x, y) = X* +y 
como primitiva: 


de=d( +y)=2xdx+2ydy. 
EXEMPLO 2. A forma diferencial » dy + 2x dy não é exata, pois 
ô 9 9P j 
++. m| E, 42 
9y óx 9y 


Exercícios Zé ]]]"TOWMD]ºIÍ]MDT]HZ]D—— 
CC CCTTO OT ga e anne e E 


1. Verifique se a forma diferencial dada é exata. Justifique. 


tt 
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| a)x dx + ydy + z dz 
- biyd+tXay 

| c)yz dx + xz dy + xy dz 
(x +y)dx+(x—y)dy 
Jxtydx+(y—x)dy 


iÔ) Em" +? (xdx + ydy) 
9 xy dx + y“dy + xyz dz 
Em X 
ÃO eme O my 2 À) 
) À rã Ego 1? » y 


i) —— dx + 5 5 dy, (x, y) E 9, onde () é o conjunto ((x, y) E IR? Iy>0FU ((y, 
Ns P $ + 
2 
CIA lx<. 0) 
2. Mostre que existem naturais m e n para os quais a forma diferencial 
é exata. 


. Considere 2 forma diferencial u GQ WP(x,y) dx + ulx, y) O (x, y) dy, onde P, Q e u são supostas 
de classe C! no aberto O C IR?2. Prove que uma condição necessária para que a forma diferen- 
cial seja exata em £) é que 


du p du [22 9P 
dy Ox 


4. Determine u (x, y), que só dependa de x, tal que Go +x+y)u(x,y) dx — xu (x, y) dy seja exata. 
5. Determine u (x, y), que só dependa de y, de modo que 


02 + Dulx d+ (x +72 — Du(x y) dy 


* seja exata. 


3. INTEGRAL DE LINHA DE UM CAMPO CONSERVATIVO 


Vimos no Vol. I que se f: [a, b] — IR for contínua e se q: [a, b] > IR for uma primitiva 
“a . 
(p = f), então 


b b 
J, f(x) dx = J. p (x) dx — p(b) — pla). 


amos, agora, generalizar este resultado: provaremos que se F: OQCIR"—> IR" for u um 


apo vetorial contínuo e OnsERVRNO, se q: O, — IR for uma função potencial para F e 
á E b] — !) for de classe E , então 


de A = y(a)eB = y(b). 
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— — 
De fato, sendo q uma função potencial para F e sendo F contínua, resulta que q É 
classe C! em 1. Pela regra da cadeia 


e EGO = VEGO-Y DE FOOD. 


“RES b = 
JF] Foro a=[ow0)] = 200) - otra) 
Portanto, 
[F-dy= [vo -dy=q(B)— q(A). 
Y Ei 
Demonstramos, assim, o seguinte teorema. 


—. 
Teorema. Se F :Q9C IRº- IR? for um campo vetorial contínuo e conservativo 


— > 
se q: O — IR for uma função potencial para F (Vp= F)esey:[a,b]> Ofor 
uma curva de classe ar com 4 = y(a)e B = y(b), então 


JF dy= )y e dy = q(B) — p(4) 





A diferença q (B) — q (A) será indicada por | q(X) [rd 

No teorema acima, a curva %y foi suposta de classe ct. fica a seu cargo verificar qu 
teorema continua válido se y for suposta de classe € j por partes. | 

Sejam P (x, y) e Q (x, y) contínuas no aberto O) e seja y: [a, b] —> O de classe GH 
partes. Segue, do que vimos acima, que se P dx + Q dy for exata, como primitiva q, terem 


[Pdx+ 0 dy= | do = e(B) - (4) 
Y Ed 


ATENÇÃO. Sempre que for calcular uma integral de linha, verifique, primeiro, se o car 
vetorial é conservativo (ou se a forma diferencial é exata). Em caso afirmativo, apliqu 
resultados obtidos nesta seção. 


EXEMPLO 1. Calcule | x dx + y dy, onde y é dada por 
Y 





x=arctgte y= senf,0<t<1. 
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| 
pre 
po, 
9 
ido 
LS] 
Eleone) 
- 
a 
= 
| 
=, 
+ | 
d 
ERA 


E vd EA 
[ratyá=] (E) 
Y Yy 2 


m2 + 16 (sen 1)? 
32 













j xdx+y dy = 
Y 


4 2 3 
EMPLO 2. Calcule j F-dr onde 
é É 


As —-———— Il —————— — 
DO da E dog 


ç 


a, b] — RÉ f(O, 0)) é uma curva “ea por partes e fechada (y (a) = y(b)). 


| l 
um campo conservativo, com função potencial q (x, y) = 2 In (é + y). Tem-se, 


E Rea. E a y(b) 
j* dr [ve dr = [eo 


3 y (a) = y (b), resulta 
> 
j Pedro ed) 
Y 


— 
e-nos um campo vetorial não-conservativo com rotacional O, 


á 


róximo exemplo exib 


Bs 5 5. = .. E - 
mostra que rot F = O é uma condição necessária mas não suficiente para F ser 
rvativo. 


| —» 
IMPLO 3. (Exemplo de campo não-conservativo com rotacional O .) Seja 


F É ças É Moment , (x,y) É (0,0) 
e + AX, 1 U). 
(5 A dp po é 
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> | 
Verifica-se facilmente que rot F = 0 em O = IRº — t(0, 0)). Consideremos a curw 
chada y (t) = (cos t, sen t), O = t = 27. Temos: 


=> 27 — 
] F-dy= J, F (y(0)) - y'(t) dt = 27. (Verifique.) 
od 


—s> 
Se fosse conservativo, existiria q: O—> IR, com Vo = F em 1), e daí teríamos | 
F ” 27) — 
-dy= Fa dy=|e(6)]yo =O 


que contradiz o resultado acima obtido. 
Seja F :QCIRP> IR” (An =2,3) de classe C! no aberto N.. Veremos mais adã 
que, impondo certas restrições ao aberto (), a condição rot F = 0 em () será neces 
e suficiente para F ser conservativo. 
Seja F :O CIR” IR? um campo vetorial contínuo e sejam A e B dois pontos q 


—+ 
quer de (). Suponhamos F conservativo com função potencial p. Segue que, para todac 
y: la, b]> O, ce por partes, ligando A a B (isto é, com y (a) = Ae y(b) = B), tere 


JF “dr = q(B)— q(A) 


—s 
isto é, o valor da integral de linha de F não depende da curva que liga A a B; tals 
depende apenas dos pontos À e B. 


- B5 = 
Este fato nos permite, no caso de F ser conservativo, utilizar a notação | F-dE 
| À 


-— | 
indicar a integral de linha de F sobre uma curva € * por partes qualquer, ligando 4 
Observe que tal notação não teria sentido se o valor da integral dependesse da curva liga 
AabB. 


—. 
EXEMPLO 4. (Conservação da energia mecânica.) Suponhamos F: 0) C IRºS IF | 
campo de forças contínuo e conservativo; assim, existe um campo escalar E, : O> IP 
=> —> 
que F = —VEs,: (Observe que —E, é uma função potencial para F .) Diremos que. 
— 
uma função energia potencial para F. Suponhamos, agora, que uma partícula P de ma 


“a . 
m desloque em 9) e que F seja a única força agindo sobre P. Suponhamos, ainda, que 
seja a posição da partícula no instante t, onde %y é uma curva de classe C! definida no ir 


—s 
valo 1. Seja ty um instante fixo em 1. Para todo t em [, o trabalho realizado por F entr 


instantes fg e t é: 
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pp Pdr=["" V(-Ep)- dr = E, (vt) + Ep (y(to)) 
Y(tg) Yo) E ge: Re 








— 
« outro lado, tendo em vista o Exemplo 3 da Seção 6.1, o trabalho realizado por F entre 
instantes 15 e t é igual à variação na energia cinética, isto é: 


p 4 (9 NR 
| F-dr =E(1)- E.(to) 
Y(to) 


E. (t) = - mv? (1) é a energia cinética no instante t. Segue que, para todo t E I, 


-E, (y (0) + E, (Y (tg) = Ec () — Ec(to) 


E, (Y (0) + E. (0) = E, (y (9) + E, (19) 


ue mostra que a soma da energia potencial com a energia cinética permanece constante 
rante o movimento. 


reícios 7.3 a eee a TITE a 


1. Calcule 


(2, 2) 
a) y dx + x dy 
(1,1) 


b) | y dx + x? dy onde Y é uma curva cuja imagem é o segmento de extremidades (1, 1) e 
Y 
(2, 2), orientada de (1, 1) para (2, 2) 
c) ] SS bt ay onde y: [0,1] > IR? é uma curva C! por partes, com 
yo x y = + 7 
imagem contida no semiplano y > 0, tal que y (0) = (1, De y(1) = (-2,3) 
Ç 0) x y 


—-——— dx+t——— d 
(=1,0) x? + y? x? + y? d 


“e J (sen xy + xy cos xy) dx + y2 cosxydyonde y() = (P-L +I)-I<i<1 


À 5)) j SS dr + = — dy onde y: [0,1] — IR2 é uma curva C! por partes, com 
. ey E 4 

imagem contida no conjunto O = ((x,y) EIRZIy>0)U ((x,)) EIRZIx<0), tal que 
PI) = (1 eg) = (=1,—1). 


—S> 
2. Seja F:Q CIR” -s IR” contínuo no aberto 1). Prove que uma condição necessária para que 


— > 
F seja conservativo é que | F : dr = para toda curva y fechada, CE por partes, com ima- 
Y 


gem contida em 1). 
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3. Seja Q = ((x,y) E IR2I(x,») É A), onde A é a semi-reta ((x, y) E IR?Iy = 0ex 0). Calcule 
IR y AM 1 o 
—— — d+ ———— dy, onde y: [0, 1] — IR“ é uma curva € por partes, com ima- 
ro rp qe por p 
gem contida em (), tal que y (0) = (1, ) e y (1) = (1, —1). 


4. Seja (o interior do conjunto hachurado. 











ss 


ss 


Seja y: [0,1] > IRÊ uma curva de classe C! por partes com imagem contida em O e tal que 


X 





Y(0) = (1, D) e y(1) = (2, 2). Calcule j 2 dy. 
de 


+ 
+? x2 + y2 





7.4. INDEPENDÊNCIA DO CAMINHO DE INTEGRAÇÃO. 
EXISTÊNCIA DE FUNÇÃO POTENCIAL 


— 
Seja F:Q. CIR” IR” um campo vetorial contínuo no aberto (), com £ conexo por 


caminhos. (O) conexo por caminhos significa que, quaisquer que sejam os pontos A e B de 
O, existe uma poligonal contida em £) e com extremidades A e B.) 


5.3 
Dizemos que a integral de linha / F - dr é independente do caminho de integração em O 

BE = 
se, quaisquer que forem os pontos A e B de (), o valor da integral J y F : dr permanecer o 


>. 
mesmo para toda curva Og por partes y: [a, b] > 9), com y(a) = Ae y(b) = 5. SeJF-dr 
for independente do caminho de integração em (), a notação 


B mo => 
| F . dr 


A 


—+ 
poderá ser utilizada para indicar a integral de linha de. F sobre uma curva qualquer € por 
partes y: [a, b] > O, com y (a) = Ae y(b) = 
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— 
Do que vimos na seção anterior, resulta que se F for conservativo e contínuo em O), então 
E em) 
integral de linha / F - dr será independente do caminho de integração em (). Provare- 


E Ds a seguir que se f F - dr for independente do caminho de integração em 1), então F 
'à conservativo em 1). 










Teorema. (Existência de função potencial.) Seja F:2C IR? > IR” um campo 


vetorial contínuo no aberto conexo por caminhos 1. Suponhamos que f F - - dy seja 


independente do caminho de integração em 0. Seja 4 E 1). Então a função q: O — 
- IR dada por 







x > 
em)=) F-dy 






—Ss 
étalque Vo = F em. 











Jemonstração 


“Faremos a demonstração para o cason = 3. Seja, então, É a PA E + Oi J:ER a Vamos 
ovar que 


ja X = (x, y, 2) E 1); como O é aberto, existe uma bola de centro X contida em O. Tome- 


—S 
s h > O tal que o segmento de extremidades XeX + hi =(x+h, Y, Z) esteja contido 
sta bola. Temos: 


oa X+hi = X — X+hi = 
ex+hn-e0) Fay), Fay |, = 
h h h 


a A 
ay()=X+ti,tE[0,h];yé uma curva ligando X a X + A i . Então 


[Pa = [H (O) (id: 
a v= | FO) vd. 


mo 7 (1) = 7 e F Cy (1) = P(y (8) É + O (y(9) j + R (y(8) z resulta 
F (y (0) + y' (1) = P(y (9). Assim, 





TT PST DN ee 
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h 
GXAHD-EÇO Jo Poreonas 
h h 


Aplicando L'Hospital, obtemos 


h r 
E: P(y(t)) dt 
sa E DADO A o (oroana f 
h> 0* h h5 0 (h)' 


[Observe que as derivadas que ocorrem no limite acima são em relação a h: 


e: condi ya e ond) e dy = (=. 
ud do dh | 


Pelo teorema fundamental do cálculo, 


h ! 
froana] = P(y(h). 


Portanto, 
a X 
Era PAX +Hhi)— pu) im P(y(h) = P(y(O) 
h => 0+ h hs 0* 
ou seja, 
4 
A) X 
fios q(X+ hi) q(%) = P(X) 
h> 0* h 


pois, y (0) = X. De modo análogo, prova-se que 


lim 


PX+HHD EO pr), 
h — 07 h 







= 
p(X+hi)—-p(X) plx+h,y, D— (6d 


Portanto E q P em 1).| Observe que 
Ox h h 


—s 
dp E g(X+hi)- (x) . End 
onde X = (x, y, z); assim e (= o n - | Com raciocínio idênt 
x 


dp dp e 
co, conclui-se que re =Qe di R em Q. Portanto, Vp= Fem. 
y Z 
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DO 7422202505" mm 
a e e IT 









Reenuncie o teorema desta seção em termos de formas diferenciais. (Suponha n = 3.) 


. CONDIÇÕES NECESSÁRIAS E SUFICIENTES PARA UM 
CAMPO VETORIAL SER CONSERVATIVO 


-S> 
Teorema. Seja F:Q.C IRº- IR” um campo vetorial contínuo no aberto conexo 
caminhos (). São equivalentes as afirmações: 


—Ss 
F é conservativo. 


4 F dy = 0 para toda curva y, fechada, C! por partes, com imagem de y contida 
y 
em 1. 


—s 
l J F - dy é independente do caminho de integração em (). 


servação: Quando y é uma curva fechada, é usual a notação 4 F- dy para indicar 
—s 
integral de linha de F sobre 7. é 


tração 
= (II) 


Ss - 
omo F é conservativo, existe q: O — IR tal que Vo= FemQ:;daí.sey: [a b]-> 
F fechada (y (a) = y (b)) resulta 


4 P dy = 4 Ve dy=e(y(b) — p(y(a)) = 0. 
» À É é 


= (1) 
Eorema da seção anterior. 
= (IN) 


aseucargo. 


DERIVAÇÃO SOB O SINAL DE INTEGRAL. UMA CONDIÇÃO 
SUFICIENTE PARA UM CAMPO IRROTACIONAL SER 
CONSERVATIVO 


— Sejaf(x, y) uma função a valores reais definida e contínua no aberto O C IR? Seja Tum 
sesvalo aberto e a < b dois reais dados. Suponhamos que o retângulo 





dd DE Sadi cad Kg IRA 
ST 
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R=(xy)ElIRIa<s<byE] 


esteja contido em 1. 





, | 
Segue que para cada ) E TI, a integral ) f(x, y) dx existe, pois a função x +> f(x, y) 
a 
contínua em [a, b]. Podemos, então, considerar a função p (y) definida em 7 e dada por 


b 
p() = Ni (x, y) dx. 


Estamos interessados em obter uma fórmula para o cálculo de p'(y). Temos 


b b 
LO +) — p(y) ) 1 + War = | f(s ») dx 
E 





= [ Test Rh ft )) E 
da k 


Suponhamos que a (x, Y) exista em todo ponto (x, y) de €. Pelo TVM, existe y entre é 
y 
Y + ktal que 


fey+0-fay)= Ea (x 7) k 


Temos, então, 
+ k) — bg - 
Gy +k) e. [ Ara ia 
k a dy 


. + . o qe rms 
Pode ser provado (veja Exercício 4) que se + for contínua em 1), então, 
» 
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lim er (x, y) dx J. » (x, y) dk 


k 50 “a 











amos destacar a seguir o que dissemos anteriormente. 


Suponhamos f(x, y) e “4 contínuas em (). Suponhamos, ainda, que o retângulo R = 
((x, y) E IR2la<x< b,y E 1) esteja contido em (), onde 1 é um intervalo aberto. 





Nestas condições, a função 


b 
p(y) = ) 1 (x, y)dx, y E É, 


“é derivável e tem-se, para todo y E 1, 


b 
q (y) = J, pa (x, y) dx. 


] ) 
X PLO 1. Considere a função A (t) dada por A (1) = , e dx. Calcule h'(t). 


rio 


2 À a 
EL ado gb à ai 
É. 


fa a= é * 
contínuas em IR, logo o resultado anterior se aplica. Temos 


] | . 
et” dy = | E, (2 dx 
0 dt 


d 
nO a É 


seja, 
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EXEMPLO 2. Considere a função q (x, y) dada por 


a 2 
q (x,y) = J, EE di, 


Calcule a e jeiidd 


x dy 
Solução 


Pelo teorema fundamental do cálculo (veja Vol. 2) 


po 


É =e, 
E )) 


Por outro lado, 
Õ o e X X 
É (4,9) = — | e di= | É. (e) dt = | —e 2º dt 
dy dy 0 0 dy 0 


EXEMPLO 3. Considere a função A (f) dada por 


2 


d 2 
h(t) = J, E du. 


Calcule h'(1). 


Solução 


X 
Consideremos a função « (x, y) = J, ev du. Temos 


o e) x 
e 2 p= é E (x, )) = | —u2 e du. 
OX dy 0 


9) 94 " da " 
Como pm e Ex são contínuas, resulta que q é diferenciável. 
x x 






Observação. Pode ser provado que se f(u, y), (u, y) E 9 for contínua no aberto O, então 


X 
mesmo acontecerá com a função g (x, y) = | f (u, y) du, coma fixo. Observe que o domê 
a 


nio de g é o conjunto de todos (x, y) E O, tais que o segmento de extremidades (a, y) e (x 
») esteja contido em (0. 
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h(t) =q (x, y), onde x = 4? ey=t. 
Tegra da cadeia, 








og dx O 
ry=Lgpt Ly d 
x dt y 


h'(t) = 2 Lá (”, tb) + Ed (P, t). 
Ox dy 


into, 
5 é 2 
h'(t) = Dre É + J, 82 4 dus 


E .- — 
Próximo teorema fornece-nos uma condição suficiente para querot F = O impli- 
F conservativo. 


Teorema. Seja O) um aberto do IR? satisfazendo a propriedade: existe (xo: Yo) E O 
| que, para todo (x, ) E 1), a poligonal de vértices (xos 


Yo). (xo. y) e (x, y) está con- 
—s -—s E 
aem (). Seja F (x,y) = Px) i+O(m)Y) jo (x 


) EQ, de classe C!. Nestas 


E > ls 
Mções, serot F = O em (),então F será conservativo. 


istração 
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Seja 








y x 
eis J, O (xo, dt + Jra, Wdt, «NEN. 
0 0 
Es - 
Observe que se supusermos F como um campo de forças, então «p (x, y) será o tral 


ni | 
realizado por F sobre uma partícula que se desloca de (xp, y) a (x, y) sobre a poligom 
vértices (Xg, Yo), (Xg» )) e (x, 7). 


Vamos mostrar que 


Temos 
y X 
ER as yj = + | O (xo, ) dt + +[ P(, y)dt =0+ P(x,)y) 
ou seja, 


o 
E (x,y) =P(x,)). 
Ox 


e 2 0P -d9Q 
Por outro lado | lembre-se de querot F = O é equivalente a = E E 
y x 


o o () 2 fi * Be 
ay ED= 5) 000 nd + É fra, pá = 060,9) + [" La, 
o 9 “o 0 “xo *% 9) 


Como 


Ea ad Sê - x 
La todo [| Lava - (oa, 


resulta 
Ea 6) =0(9)+0%7)-— OM) = 0%). 


—Ss 
Portanto, Vo= FemO). 


Observação. Toda bola aberta do IRZ e o próprio IRÊ satisfazem a propriedade descris 
teorema anterior. Assim, o teorema anterior continua válido se O for uma bola aber 


todo o IR? 
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gerimos ao leitor estender o teorema anterior para o IRº. (Veja Exercício 3.) 


IMPLO 4. Seja A = ((x, y) E IRÉIx=0€y = 0Ojeseja (1) = f(x,y) E IRÉI (x, y) É 
to é, Néo IRº menos o semi-eixo positivo dos x. Considere a função 


el) = [ OCL nar+ | Ps, yjde 


x 
EG, y) = re 5 60 bo 9) — EE 


ja (— 1, 0) E O. Verifique que, para todo (x, y) E (), a poligonal de vértices (—1, 0), 
») e (x, y) está contida em (D. 
lizando o teorema anterior, conclua que 


— — — 
z E 5 j em (. 


Vo (x 3) = —s-—s 7 + eae 
9 (x, 7) E+7 Pr 


E — > ' ER == 
F (x,y) = SE od i + pq dif F = 0 em OQ. Como 


- classe C! em OQ e tendo em vista o item a, segue do teorema anterior que 
—Ss 
Vo= Feml. 


a 


Ms 
DL dp= nice (RM DO) PES 





E se] X = 
= dt + | —— a. 
P 65 2) MTTA 1 t+ 


IN Em dt = | care || =-arcte 
o 1+4 : 0 dá 


Ê Sd ao . 
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f é E 
ae ui] se y*0 
» ds 


Ó se y=0ex<0 
resulta 


O se y=0 e x<o0 
p(x, y) = 


apud Ã - qu É se vyFO0 
hs y 
Observamos que, para todo y > 0, 


(D arc tg y + arc tg es 


a 
y 


De fato, para todo y > 0, 
4 | ' 
arc tg y +arc tg é] = () (verifique); 
y 
logo, arc tg y + arc tg d é constante em ]0, +ºo[. Como, para y = 1, 
h 


arc tg 1 tarigs=T, 





conclui-se que, para todo y > 0, (1) se verifica. Mostra-se do mesmo modo que, para 
y<o, | 


l q 
arc tgy + arcig — = ——. 
y 2 


Assim, 


cable gomes To ES para y>0 
2 y 
p(x,y) =40 para y=0 e x<0 


To acto > para y< 0. 
2 y 
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“Observamos que 0 (x, y) = q (x, y) + 7 é, também, uma função potencial para F em O. 
mos 


T-actg > se y>0 
2 y 
(x,y) = 47 se y=0 e x<0 


37 x 
es is pp e o pro 1d, 
2 ) 


nos mostrar que O (x, y) é exatamente o ângulo que a semi-reta ((tx, 1)! 1 = 0) forma 
10 semi-eixo positivo dos x. 





jonhamos, inicialmente, x => 0 e y > 0. Temos 


0 (x, y) = Ed — arc tg E 
2 y 


= tg [5 — O(x, ») = cotg 0(x, )) 


e to, 
pe tg 0 (x, )). 
x 


Analise você os outros casos. A função 0 (x, y) acima denomina-se função ângulo. Como 
gráfico da função 0 = 0 (x, y)? 
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Exercícios 7.6 


1. Calcule a derivada da função dada. 


x? 1 ] 


2 
dh= | sen í ar + | no Ei du 


l 
b) h (9) = J. sen (x2 12) dt 


nd 
o) h (x) = J, sen (x2 12) dt 
sen x 1 


ah (= J. 1+ x! ” 





2. Sejam a (x) e BB (x) funções a valores reais diferenciáveis no intervalo aberto Te f(x, y) de cla 


C! no aberto OQ C IRÊ. Suponha que, para todo x E 1, o segmento de extremidades (x, a (x)) e 
B (x) esteja contido em (). Estabeleça uma fórmula para a derivada da função 


B(x) 
ntd= j fkx, 9) dy, XEL 


a(x) 


3. Suponha que o aberto O € IR? tenha a seguinte propriedade: existe (xg, Yo» Z9) em O tal qa 
para todo (x, y, 2) E 2, a poligonal de vértices (xy, Yo» Z9)» (6% Yo» Zo)» (6 Zo) € O z) este 
contida em (1. 





(Kasa Za) (x y Z) 
Za + , 
is 
“a 
a 
a 
(X, Yo» Zo) 
| Yo y 
o Pr ” 
(X,),Zo) a 
x E a i nó 
ad Ra 
| a Ed 
| Ed | 
O ein rei ESSE dy 


— — — — | 50 . 
Seja F=Pi +Qj +Rk declasseC no aberto () e suponha que rot F = 0 emO0S 


* Y z 
q (x,y, 2) = | P(t, yo, Z0) dt + [ O(x, t, z9) dt + | R(x, y, t) dt. 
£o Yo zo 


e * 
Prove que Vo = F. 
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4. Admita a seguinte propriedade: se f(x, y) for contínua no retânguloa <x<=b, c<=y< d, então 
para todo € > 0, existe ô > 0, tal que, quaisquer que sejam (x, y) e (s, t) no retângulo 


iCy)-—-mDI<o=Ifiy)-—Ff(sDI<e 


a) Utilizando a propriedade acima, prove que 


b 
p (0) = J, f(x,y) dx, y E [c dl. 


é contínua em [c, d], onde f é suposta contínua no retângulo acima. (Sugestão 
b b 

Ie +h)-— eQ)I= | [fc y+k)— ff, y)] dr] < | If, y+D— fe dk 
a a 


b) Suponha fe E contínuas no retângulo ((x, y) E IR2la<x<b, y € 7), onde 7 é um inter- 
y 
valo aberto. Seja 


b 
e) = Ji ra mai SEE 


Prove que 


b 9 
q () = J, E (x, y) dx. 


[ Sugestão 


k 


Db! d ó 
[| Ls Hqs» [as 
a| dy dy 


Etr cet (Lo, am [| fertto f(x, 3) q 9| 
e O 


para algum y, entre ye y + k. Utilize, então, a propriedade acima.) 





—S, 

Seja F =Pi +Qj declasse C! no aberto O C IR? Suponha que (0, 0) € 2 e que, para 
todo (x, y) E O, o segmento de extremidades (0, 0) e (x, y) está contido em £2. Suponha, ainda 
9P Í 
E. de em (O. Seja 
dy OX 


—+ 
ou v)= | F- dy 
Y 


—+ 
onde % (1) = (ut, vt), t E [0, 1]. Prove que Vo = F. 
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“Damos, a seguir, a definição de conjunto simplesmente conexo. 


Jefinição. Seja O) um aberto de IR”, conexo por caminhos. Dizemos que O é sim- 
Plesmente conexo se, para toda curva fechada contínua y: La, b] > O, existir uma 
Jamília y,, s E [0, 1), de curvas fechadas com Ys: La, b] > OQ, tais que 















6) É 
o) H(s, t) = Ys (t) é contínua em [0, 1] X [a, b] 
tim) a imagem de y, é um ponto de 1. 


intuitivamente, dizer que o aberto ) de IR” é simplesmente conexo significa dizer que O 


mexo por caminhos e que toda curva fechada contínua em O pode ser “deformada com 
tinuidade” a um ponto de £), sem sair de O. 


TEMPLO 4. O IR” é simplesmente conexo. De fato, IR” é conexo por caminhos e se y: 


6] > IR” é uma curva contínua fechada, tomando-se Ys(O)=(1-sy(f).coms E 
lJere Ta, b), tem-se: 


o 
H(s, )=1-9)y(),0<s<lea<t= b, é contínua 
—Ss 


| Be 
Y (4) = O, para todo t em [a, b]. (0 = (0,0,...,0)éo vetor nulo do IR”) 


EMPLO 5. Todo aberto O C IR”, com Q estrelado, é simplesmente conexo. (Dizemos 
É) é estrelado se existir Xo E “) tal que, para todo X E 9,0 segmento X,X esteja con- 
2 em ().) De fato, O) é conexo por caminhos (por quê?) ese y: [a, b] — IR” for uma 
va contínua fechada contida em O), tomando-se 


YE OD=(1—sy(d + sx 


E É 
E 9)-0-)dy0rm0EssÍc<i=b Econmia 
Yi) — X para todo + E [a, b]. 


assim, toda curva contínua fechada contida em O pode ser deformada com continuida- 
o ponto X,; logo, O é simplesmente conexo. 


mos, agora, enunciar, sem demonstração (para demonstração veja Elon Lages Lima 
«urso de Análise — Vol. 2), o seguinte importante teorema. 


—» 
Teorema. Seja F:Q CIR" > IR" (n=2,3)um campo vetorial de classe C! no 
— 


— 
Berto (O). Nestas condições, se O for simplesmente conexo erot F = 0 . então F 
à conservativo. 


; 2 
“om auxílio do teorema acima, vamos mostrar que O) = IR 


= ((0, 0)) não é simples- 
conexo. Seja 
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Pistão od LW)ED 
“O + 72 o go ER 


Temos: 


a A 
rot F = 0 emQ 


ar + 
| F-dy=2m 
, 


>.0s So 
onde y (t) = (cos t, sen ),tE 0,27). (Verifique.) Assim, rot F = O emDe Fr 
conservativo; logo Q = IR? — ((O, 0)) não pode ser simplesmente conexo. 


Pode ser provado que OQ = IRº — t(O, O, 0)) é simplesmente conexo. (É razoáve 
afirmação? Por quê?) 


Exercícios 7.7 
1. Prove que o conjunto dado é simplesmente conexo. 
a)0=IRÉ-((x0)EIRZIx>0) 
D)O=IRÊ((0,0,2) E IR3iz>0) 


(Sugestão Verifique que o conjunto dado é estrelado.) 


2. Utilizando o teorema da seção e o campo vetorial 





ie E A 
A, y)Z)=—"—— + J 
x2 +y2 2 +y 


prove que O = IRº — ((0,0,7) E IRº| Z E IR) não é simplesmente conexo. 










ó 


TEOREMA DE GREEN 


1. TEOREMA DE GREEN PARA RETÂNGULOS 





* Teorema de Green (para retângulos). Seja Ko retângulo ((x, W) E IR la<r< 
D,C<y<d)eseja ya fronteira de B orientada no sentido anti-horário. Suponhamos 
ue P (x, y) e Q (x, y) sejam de classe C! num aberto Q contendo K. Então 


|rassoa=[f 2d lara 














monstração 









Ros provar que 


/ Pl) de=—Í[ So x,y) de dy 








A 
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€ 
| 2mna=[[ La yar a 
Temos: 
o [| PG) de= | “PE od ['ra, d) dt. 
, á 


Por outro lado, 


|. Us 9 de dy = [0 [/ = Ex )) o | da - [ea] a 


ou seja, 


9P b 
Q De EN d= [Pad Poa 


De (1) e (2) resulta 


/ P(x y)dr=—[f do (x 9) de do 


De forma análoga verifica-se que 


[oc na=[| La nara 


Somando-se membro a membro as duas últimas igualdades resulta o teorema. m 








À notação 4 P dx + Q dy é fregiientemente usada para indicar a integral de linha sob 


uma curva fechada, orientada no sentido anti-horário. Com esta notação, a igualdade a qu 
se refere o teorema de Green se escreve 





— - — 
EXEMPLO. Suponha F =P; + O j de classe C ! no aberto O CIR. Seja ya fronteir 
de B orientada no sentido anti-horário, onde B é o conjunto a seguir 
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f,ra+oa-[| (2 ara, 


uçao 






icialmente, vamos dividir B em dois retângulos: B, de vértices R, S, T, U: B, de vértices 
V X, Z. 





o teorema de Green, 


a Pax+ 0 dy+ |. part 0dy=)f, e já á 


ma Par+0dy+ | pars gay =), ja 


mando-se membro a membro as duas últimas igualdades e observando que 


. Pdx+0d +| Pat dy=0 22 
ha Q dy = Q ) (por quê?) 


Pra+oa=])| (2 Elas 





cícios 8.1 





1. Sejam P (x, y) é Q (x, y) de classe C! num aberto ) de IR?. Seja B C O um retângulo de lados 
paralelos aos eixos e de comprimentos Ax e Ay. Prove que existe (s, 1) E B tal que 


1 28 . 9 
Praroa-|5 (4,1) A 6.0 | axa» 


X 


onde % é a fronteira de B orientada no sentido anti-horário. 
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2. Sejam y, a poligonal de vértices 4, B, €, D orientada no sentido anti-horário e y, a pohz 
de vértices H, G, F, E orientada no sentido horário. 





Suponha P e O de classe € ! num aberto contendo K, onde K é a região compreendida ent 
poligonais. Prove que 


E SE RE 
Braros+fpasoa-[j | A = ara 


3. Seja B o conjunto 





e seja ya fronteira de B orientada no sentido anti-horário. Suponha P (x, y) e O (x, y) dee 
C" num aberto () contendo B. Prove que 


Praroa=)|. (2 Ea 


4. Seja K o triângulo a seguir e ya fronteira de K orientada no sentido anti-horário. Sejam | 
ye OQ (x, y) de classe C num aberto contendo K. 
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Prove que 


Praron-[f [2 aa 


(Sugestão: Prove que (PP dx = — |. dede Pod If. = e Cu: 


Observe quec=ma+ned=mb+n.) 





5. Seja K a região abaixo e y a fronteira de K orientada no sentido anti-horário. Sejam P e O de 


classe € num aberto contendo K. 
/ 


Dra+oa- ). E E jura 


(Sugestão. Decomponha K em retângulos e triângulos. Utilize, então, o teorema da seção e o 
Exercício 4.) 


- Prove que 


à. Seja K a região hachurada; y a poligonal ABCD orientada no sentido anti-horário: Y, à po- 
ligonal EHGF orientada no sentido horário; y a poligonal XWZY orientada no sentido ho- 
rário. Prove que 





Praros+Praros+g Pix+t0d- J. (2 E lara 


o LI! 
ll ||| 
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—s — 
7. Suponha P (x, y) e O (x, y) de classe C! num aberto Q) de IR? Prove que F=Pi+o | 
é irrotacional se e somente se 


Praroá-o 


para toda curva 7, orientada no sentido anti-horário e fronteira de um retângulo de lados 
lelos aos eixos e contido em 1. 


(9,9) 


- (Teorema de Green para um círculo.) Seja B o círculo de centro na origem e raio r. Seja 


(rcost, rsent),0<1<27%. Suponha que P e Q sejam de classe C! num aberto () conte 
B. Prove 


9. Seja y = f(x) de classe e em [a, b]etal que f' (x) > Qem Ja, b[. Seja K o conjunto a = x 
ef(a) =y<f(x). Sejam Pe OQ de classe C' num aberto contendo K. Prove que 


p Pdx+0 dy= | (2 maças 


onde *y é a fronteira de K orientada no sentido anti-horário. 


9Q f(b) 
Sugestão. j ] — dx dy = | 
K dx fla) 


b 
] 20 (x, y) às [ay onde x = g (y) é a inversa 
ns 109.) 


g(y) dx 


10. Seja y = f(x) de classe Cl! em la, bJetal que f'(x) < Oem Ja, b[. Seja K o conjunto a = 
bef(x) <=y=<f(a). Sejam Pe OQ de classe C" em um aberto contendo K. Prove que 


fo) 9P 
(2 aa 
X y 


onde y é a fronteira de K orientada no sentido anti-horário. 


11. Faça uma lista de conjuntos para os quais você acha que o teorema de Green se aplica. 
fique. 


8.2. TEOREMA DE GREEN PARA CONJUNTO COM 
FRONTEIRA C! POR PARTES 


O próximo teorema, que enunciaremos sem demonstração (para demonstração veja 
ferência bibliográfica [ 11), conta-nos que o teorema de Green, visto na seção anterior, c 
tinua válido se substituirmos o retângulo por um compacto K, com interior não-vazio. c 
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Teorema de Green. Seja K € IRZ um compacto, com interior não-vazio, cuja fron- 
teira é imagem de uma curva Y: [a, b] — IR”, fechada, simples, € por partes é ori- 
entada no sentido anti-horário. Sejam P e Q de classe € ! num aberto contendo K. Nestas 

* condições, 


Th 


O 6 raros-|] [2 ia 


O teorema de Green nos afirma que se P e Q forem de classe € ! no aberto O e se K 
stiver contido em O, então (1) se verifica. Entretanto, se K contiver um ponto que não 
ença a £), a relação (1) não terá nenhuma obrigação de se verificar. (Veja Exemplo 


XEMPLO 1. Utilizando o teorema de Green, transforme a integral de linha 





PG! =) de + (É +) dy | 
| ma integral dupla e calcule, onde y é dada por (t) = (cost, sent), 0<1< 27%. 


plução 

4 3 e E a) À 
(egy)=x-yeQ(xy)=x +» são de classe € em IR“. A imagem de y é a fron- 
ira do círculo K dado por x + y < 1, que está contido em IR”. Pelo teorema de 




















ren 
P 
É (tato + 5) ay = |] SO | dead 
Y ta E K Ox dy 
P Q 
omo 20 e gE = 3x? F 3y*, resulta 
OX Oy | 
b (x4 — y) dx + (o + y) dy = 3 jo? + 2?) dx dy. 
Y 


assando para coordenadas polares, 


)). (x2 + y2) dx dy = [ 5, p do do = e 





anto, 


ep (4 — ds + (3 + 9) dy = 
à 


E KEMPLO 2. Calcule b EE dx DE dy, onde y(t) = (cost, sent, Ô<=1S27. 
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Solução 






P(x, y) = ipi e O(x, y) = ER) são de classe C! no aberto O = IR? — ((0,0 


À imagem de Y é a fronteira do círculo B = "f(x, y) E IR? 
em (), pois (0, 0) E B, mas não pertence a (). Como as 
estão satisfeitas, o teorema de Green não se aplica. A in 


|x2 + y < 1); B não está conti 
hipóteses do teorema de Green 
tegral deve ser calculada diretamer 


pi d+ >—— dy= erga 
Y x2 + y2 x2 + y2 é J, Ê , 
Observe que IJ) C + ] dx dy = 0. 


EXEMPLO 3. Sejam Y ey duas curvas fechadas, simp 


les, C! por partes, sendo y, orie 
tada no sentido anti-horário e Y2 no sentido horário, co 


mo na figura que se segue. 





Seja B a região compreendida entre as curvas y 
classe C” num aberto contendo B. Prove 


DP Pix+ody+ PP dx + 0 dy= [f 2a 


1 € Y>: Suponha que P (x, y) e O (x, y) são 


Solução - 
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Seja B, a região limitada pela curva RSTUVXR e 5» limitada pela curva RXZUTYR. Pelo 
"orema de Green aplicado a B,, obtemos: 


Jaz Part oa+ [o Pirtog+| Parod+[ Pk+0dy= 


B, | dx dy 
mesma forma, 


É. Part Ody+ fPirtod+ [| Pix+ O dy+ [— Pi+0dy= 


= j | [ de a Ea dx dy. 
B ll dx dy 
emando-se membro a membro as igualdades acima, obtemos a relação desejada. 


tercícios 8.2 acessem O 


1. Sejam y e K como no teorema de Green. Prove que área de K = da dy. 





2. Calcule a área da região limitada pela curva x =I-—senty=1-cost0< !< 27, e pelo eixo Ox. 


3. Calcule a área da região limitada pela elipse x = a cos Ly=bsenr,0<r<2zondea>0 
= ecb>0. 


Cs 
4. Calcule DF "dy, onde y é uma curva fechada, simples, em por partes, cuja imagem é a 
— = => 
fronteira de um compacto Be F (xy)=(2x+y) i + p= 5. 


a Ea 2 4.2 Fá 
5. Calcule d 7 "-dyonde F (x, y)=4x Yi +(Oxy+5x) J e ya fronteira do quadrado 
de vértices (—1, 0), (0, — 1), (1,0) e (0, 1). 


dy onde y é uma curva fechada, C! por partes, sim- 





É. Calcule tô > d+ 3 3 
| TA EN E Ty 2 3 
ples, fronteira de um conjunto B, cujo interior contém o círculo xº +y<1. (Sugestão. Apli- 
que o teorema de Green à região K compreendida entre a curva ye a circunferência.) 


E Calcule 6) ci é e RA PA dy onde y é a curva 
Y x? + y2 x2 + y2 
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50 àqP 
8. Suponha P e Q de classe C! em 9 = IR? - t(O, 0), (1, 1)). Suponha, ainda, 


— — 


Ox dy 


em 9. Calcule ), Pdx+QOdAy, sabendo que À P dx + Q dy=1 ep dx + Q dy =º 
| 2 
(Yj € Yp são orientadas no sentido horário e y no sentido anti-horário.) 





9. Calcule a área da região limitada pela reta y = x e pela curva x = |? 


+rey=f + tí, comb = 
1. Desenhe a região. 


8.3. TEOREMA DE STOKES NO PLANO 


> > — 
Seja F=Pi+Qjum campo vetorial de classe C! no aberto ) deIRZe sejam y€ 
como no teorema de Green. Como 


resulta 


ou seja, 





Nesta forma, o teorema de Green é, também, conhecido como teorema de Stokes no pl 


EXEMPLO. Desenhe o campo 


— - —- 
F(x,y)= “A 


|x2 + y2 x? + y2 J 
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— 
conclua que F não é irrotacional. 


Diução 


- — —> —> 

"(x y)éparaleloa —y i +x j. Segueque F (x, y) é tangente, no ponto (x, y), à circun- 

ência de centro na origem e que passa por este ponto. Além disso. para todo (x, y) * 
0), 


—— 
LF GyIl= 1; 


é, a intensidade do campo é constante e igual a 1. 





Ea 
/ " 
dd É R 
| 
À / 
be dá / 
/ 
" Pá 
E ag bz €& 





—+ 
Seja K o compacto ABCD. (Veja figura.) Imaginemos F como um campo de forças. 
mo F é normal aos lados BC e DA, são nulos os trabalhos realizados sobre estes lados. 
módulo do trabalho realizado de A até B é maior que o módulo do realizado de € até D. 


“quê? Logo, F não é irrotacional, pois se F fosse irrotacional, pelo teorema de Green, 
rabalho ao longo da fronteira de K deveria ser nulo. 


4. TEOREMA DA DIVERGÊNCIA NO PLANO 


Seja y: [a, b] — IR? uma curva. Se y for de classe Cle se, para todo t E Ja, b[. y (t) 
- então diremos que y é regular. 

Suponhamos que y (1) = (x (1), y (1), a = t = b, seja regular e injetora em Ja, b[. Pode- 
Ss, então, considerar os campos vetoriais fi e Ho dados por 


=58 l sopa SR si TR 
n 00) Tron? DO =x ITS, 


— -—s 
no (y0) = —n (y(6)). 


- a: 2 2 EE é o à 
Observe que y () i —x(D)j,a<t<b,énormlay()=x(t)i +y'(t) j. Deste 
—S, 
Ddo, n; associa a cada ponto %y (t) da imagem de y,a <t < b, um vetor unitário e normal 
= no ponto Yy (1). 
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+ (8) vt 





=| 





n(y(1) 


> o 
Pelo fato de estarmos supondo Y injetora em Ja, b[, o campo n; está bem definido 
Seja F (x, y) um campo vetorial EORHANO num dneRto, contendo a imagem de 7. 


n um dos campos vetoriais ou a Seja K, = FÉ: n a função a valores reais 
por 


— — 
EO) EO ntUM,a<t<bd. 


Ss = 
Assim, F, (y (t)) é a componente escalar de F (y(t)) na direção n (y (1). 





F (y(1) 


— — 
Pois bem, definimos o fluxo de F através de y, na direção n, por 


> b Ss 
] É es ds= | F GO n OI (DI dt 
y a 





Seja y: [a, b] > IR? uma curva fechada, simples, regular e orientada no sentido 


horário e suponhamos que sua imagem seja a fronteira de um compacto K, com interior: 
vazio. Neste caso, referir-nos-emos a 


— > — 
n (Cy ()) = O (Dix (Dj) 





1 
1y (4) 
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mo a normal exterior a K 


n(y(t) 











Ra (da divergência to plano). Seja E Ai i + Oo j j um campo vetorial de 

lasse C! num aberto Q do IR? e seja K um compacto, com interior não-vazio, conti- 

jo em O, ama fronteira é imagem de uma curva fechada y (1) = (x (1), y(t)),a <1=S 
— 

de classe “a , simples, regular e orientada no sentido anti-horário. Seja n anormal 

nitária exterior a K. Então 





nstração 
+00 b Ss — 
pr: n de= J. FO: n YO Iy DI dr 
E EE: 
n(y(1)) = o (y'(6) É mg (1) J). 
que 
iz e cap b 
| BF mn as= [1POO) O - 000) rd 
| tanto, 





PFnd- D-oa+Pa 
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Pelo teorema de Green, 


b,-0 d+ Pay=|[ E ja 


E, portanto, 


> o — 
d,F. n ds = || div F dxdy. m 
K 













| Dizemos que y: [a, b] > IRZé regular por partes se for c! por partes e se cada “tre 
, cd 
RR ut IR2 satisfizer a condição y; (t) £ O emlt; 4, t;[. Ficaa seu cargo e 


der o teorema acima para o caso em que a fronteira de K seja regular por partes. 


G —s > 
EXEMPLO 1. Seja F KW) =) j . Caleule o fluxo de F através da fronteira 
retângulo | <x<3,]<y<2,sendo na normal unitária que aponta para fora do re 


gulo. 


Solução 


Ss F(wD=8 





— — 
A normal exterior sobre o lado CD é j; a componente de F (x, 2) na direção 
— - 


= —> | 

F (x,2)* j — 8. Como a componente normal de F é constante, o fluxo de F atrave 

lado CD é o produto da componente normal pelo comprimento do lado CD. Portanto, o 
——— 


—s 
«ode F através o lado CD é 16. A normal exterior sobre o lado AB é —J; O fluxo atra 


pa + 
AB é —2. Como F énormala 1,os fluxos através BC e DA são nulos. Temos, então 


o mp 
DF -nds=14 
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"Poderíamos, também, ter chegado ao resultado acima aplicando o teorema da divergên- 


5 > -— 
b É .n ds= || div F dx dy 
(4 K 


e 
nde K é o retângulo dado e y sua fronteira orientada no sentido anti-horário e n a normal 
xterior. Como div F = 3yº vem 


+ 3[ e2 
J). div F dx dy = | 5 3y2 dy [de =18 


= e: Es Es ] 
EXEMPLO 2. Seja F - Pi +Q j declasseC num aberto OQ do IRÃ Suponha que 


—s 
y F é diferente de zero no ponto (xp, yo) E “). Prove que existe uma bola aberta B, de 
entro (xo, Yo), tal que, para todo K C B, K nas condições do teorema de Green, tem-se 


> 5 
PF-ndas£o 


— 
de y é a fronteira de Ke n a normal unitária exterior a K. 


Ip 


lução 

Ss É pisdá 6 aqui ; ER 

ndo F de classe C", div F será contínuo em (2. Para fixar o raciocínio suporemos 
— 


v F (xo. Yo) > 0. Pelo teorema da conservação do sinal, existe uma bola aberta B, de cen- 
(xo Yo) (podemos supor B C (), pois £) é aberto) tal que, para todo (x, y) E B, 


) 


——+ 
div F (x,y)>0. 


gue que para todo K C B, K nas condições do teorema de Green, tem-se 
es do: —s 
P,F-nds=|) div É drdy>o. 
K 


PLO 3.Seia F E ia a É fia us À 
º eja (x, y) e (x? é y2)2 l (x? de y2) J e 
Desenhe o campo. 


Calcule div F. 


LU 


- 
F (x, y) é tangente à circunferência de centro na origem e que passa pelo ponto (x, y). 
mos, ainda: 


A. 
pe 


IPG, p= 





id cd e 
a 
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onde p =x? + y? é o raio da circunferência de centro na origem e que passa pelo pont 
(06, 2). 





Observe que qualquer que seja o conjunto K da forma abaixo (veja figura), o fluxo atrc 
da sua fronteira, e na direção da normal exterior, é nulo. Por quê? 





—s 
É razoável esperar div F = 0. (Veja exemplo anterior.) 


—s 
b) div F = 0. (Verifique.) 


Exercícios 8.4 


> - 
1. Calcule ] F - n ds sendo dados (para evitar repetição, ficará subentendido que n éur 
Y 
tário): 


=> > — - 
a F(xy)=xi +yj,y()=(cost,sent),0<t=<27e nanormalexterior. 


= —s E 
b) F (x,3)=» j,Yya fronteira do quadrado de vértices (0, 0), (1,0), (1, De (0, De n = | 
normal que aponta para fora do quadrado, sendo * orientada no sentido anti-horário. 
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> - - 
c) F (x,7) =x isy()=(2cost,sent,0<t<27,e n a normal que aponta para fora da 


E: p 
região Es SR 
— 19 - 
dd) F(xy)=x i,y()=(2cosi,seni,0O<it<men a normal com componente y = 0. 


A —) A À j 
o) F(ixy)=xi +yj, Y0=6,0<t<lLe n a normal com componente y < 0. 


+ 3 —- 
2. Prove que se F - n for constante sobre Im y, então o fluxo de F através de Y é o produto de 
> o — 

F - n pelo comprimento de y, onde n é normal a 7. 


E x Za ) >. 
=. |t—— eéra - e 
- Seja F (x,y) fo Edy ix? + y3)> Je n anormal unitária exterior ao cír 
-> o 
culo xº + y? < 1. Calcule ] F:n ds onde y(t) = (cost, sent), 0<i1<7+ 
Y 


> 5 
(Sugestão. Verifique que F - n é constante.) 


-« Desenhe o campo do exercício anterior. (Sugerimos ao leitor desenhar algumas circunferên- 
cias de centro na origem e, em seguida, desenhar o campo nos pontos destas circunferências.) 


-—s 
a) Olhando o desenho do campo é possível decidir se div F é zero ou não? Por quê? 


— 
b) Calcule div F. 


X 2 y E: 


—S 
«Seja F (1,7) = === i += 
| x? ab y2 x2 t y2 
a) Desenhe o campo. 
— — 
b) Olhando para o desenho é possível decidir se F é ou não solenoidal? (Dizemos que F é 
-s 
solenoidal se div F = Oem seu domínio.) 


“e — 


— x » 
Seja F (x,y) = GE ey | + GÊ yr J- Determine a para que F seja 


solenoidal. Desenhe o campo para o a determinado. 


- Sejam f(x, y) e g (x, y) duas funções a valores reais, de classe Cc. no aberto Q de IR”. Seja 
y: [a, b] > Q uma curva regular, fechada, simples, orientada no sentido anti-horário, fronteira 


de um compacto K, com interior não-vazio e contido em O: seja n anormal exterior a K. Prove: 


DE. dem Tl Wêgirdy] É emqanvida dicdiondid inc 0 
a) As a g — ta derivada direcional de g na direção n e Vêg 
n ón 
o laplaciano de 8) 


b) b, f e ds = |] (IV2g+VF- V 8) dx dy. (Veja Exercício 9c da Seção 2.4 
ón x 
deste volume.) 


ô 
c) Pu as =J, (IVIF+HIV FIZ) dx dy. 
n 
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8. Sejav: OCIRÊ- IR de classe C2 no aberto 
Prove que se V*y = 


WEK. 
(Sugestão. Utilize o item c do exercício anterior.) 


(2 e sejam y e K como no exercício anteria 
O no interior de K e v (v()) = Oem la, b], então v (x, ») = O para todo 


V2u = F no interior de K 


u(y(t) = f(t) em [a, b). 


Prove que se uj e 42 são funções a valores reais, de classe C2 num aberto contendo K, satisf 
zendo (1), então u; = u, em K. 


fe a dd É 26 mia VS e pd 2 ) 
10. Seja F (x y)=xy E El ay = ey J eseja y(1) =(r',sen(4arctg t?)), 0< 4 


> 
1. Seja « a área do conjunto limitado pelo eixo x e pela curva y. Calcule j F - n dsonde 
é a normal a y que aponta para fora do conjunto acima mencionado. *Y 


—s, 
ll. Seja Fo campo do exercício anterior e seja y(t) = (cost, sen ),0<t 
ds onde n é a normal com componente y = (. 


qm 2 

S —. Calcule j F: 
2 Y 

(Sugestão. Escolha um compacto K conveniente e aplique o teorema da divergência.) 


E 10 
12. Seja F (x, V)=x 
pela figura abaixo. 


— 9. 
E + (3x — 10xºy) J - Calcule 


> 5 — 
j F:n ds, onde y en estão dado 
Y 





am F E ão 2 —1 
13. Sejam P Em) =z E — 3 j,y(D = I, e O<i<l,ey(0)=(10,0< 
—Ss 
1. Sejam nn, 


a normal a y, com componente y > (0 e no à normal a y, com componente y < 0 


> Ss 
Calcule J Fm ds. 
| 


> 0 —+ o — 
(Sugestão. Verifique que J Fm ds=- J, Fm ds.) 
1 2 


9 


AREA E INTEGRAL DE 
SUPERFÍCIE 









À. SUPERFÍCIES 


Por uma superfície parametrizada o entendemos uma transformação o: A — IR*, onde 
É um subconjunto do IR. Supondo que as componentes de o sejam dadas por x = x (u, v), 
(mu v)ez=z(u, v), então o (u, v) = (x (u, v), » (u, v), 2 (u, v)). 

Escreveremos com fregiiência 


x = x(u, v) 
O. sy=y(u,v) (u vV)JEA 
Z = zu v) 


a indicar a superfície parametrizada o dada por o (u, v) = (x(u, v), y (u, v), z (u, v)). 
O lugar geométrico descrito por o (u, v), quando (u, v) percorre 4, é a imagem de o- 


Im o = [o (u, v) E IR | (14, v) E Ab. 


Imo 
E) > 
o (tu, v) 
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E comum referir-se a (1) como uma parametrização do conjunto Im o. 







Observação. No que segue, adotaremos, por conveniência, a notação o tanto para indie 
uma superfície parametrizada como sua imagem. Muitas vezes, para simplificar, referir-ne 
emos a uma superfície parametrizada simplesmente como uma superfície. 


EXEMPLO 1. o: IR — IRº dada por 


x=u+2v 
y=2u-—v+1 
z=u+v+2 


é uma superfície. Sua imagem é um plano em IRº passando pelo ponto (0, 1, 2) e parale 
aos vetores (1, 2, Ne (2,-—1, 1): 


o(u v)=(0,1,2)+u(l,2, D+ v(2,-—1,1) 


EXEMPLO 2. (x, y, 2) = o (u, v) dada por 


XxX = cosu 
y =senu O<usIr,)=<v<l 
z=Y 


é uma superfície parametrizada. A imagem de o a superfície cilíndrica obtida pela rotaçã 
em torno do eixo z do segmento ((1,0,7) E IR'JO= 7 = 1). 





“RE 
“E 
cid df 


Observe que para cada v fixo, O = v = 1, a imagem da curva uH> o (u, v) é uma circunte 
rência de raio 1, com centro no eixo Oz, e situada no plano z = ». 


2 


EXEMPLO 3. Parametrize a superfície esférica x + y? + 7” = Pê (r > 0). 





Área e Integral de Superfície 207 









ção 


) que queremos é determinar uma superfície parametrizada o, cuja imagem é o conjunto de 
dos (x, ), z) tais que x + yº + 2º = 7”. Vamos utilizar coordenadas esféricas. 





x =r sen q cos O 
O: 4y=rsen q sen O 0O<0O<In,0<p<a 
=rCcosq 


ando (0, p) varia no retângulo 0 = 0= 27,0 <= q = 7,0 ponto (x, y, 7) descreve a super- 
pie esféricax +y + 7 = 
EMPLO 4. (Faixa de Móbius.) Considere a superfície (x, y ) = oc(uv, -I<v<1] 


<u< 27, dada da seguinte forma: para cada u fixo, (x, y, z) descreve o segmento de 
mprimento 2, centro no ponto (cos u, sen u, 1), localizado no plano determinado pelo eixo 


pelo ponto (cos u, sen u, 0) e que forma com o eixo z um ângulo cá Expresse (x, y, Z) em 


ação de (u, v). 
| 
dá 


Of, ),2) | B 


mv 


Soa 
” 
Ed 
I 
| 
| (cos u, sen u, 0) 
ati 
e 


ma 


ção 


(1,0,1) 


q 
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P=(cosu,senu,l)e B= ti + gen 5) cos u, Ú + sen 5) sen u, | + cos 3 


O segmento AB tem a seguinte parametrização: 
Xu) P+rvYis-P,-levyv=i, 


ou seja, 
u u u 
(x, y z)=(cosu,senu, D)+v|sen E cos u, sen 7 sen u, Cos E 


Assim, o é dada por 


e=[1+y sen E) cosu 
p=(1+v sen E) sena —li<sy=sl,0O<us27”. 


u 
z=I-+vcos-. 
2 


Sugerimos ao leitor construir uma faixa de Môbius utilizando uma fita de papel. 
Exercícios 9.1 
1. Desenhe a imagem da superfície parametrizada dada. 


o) ou v)=(uvu+v),(u v) E IR 
b) o(uv)=(Luv),0<usl,0O<sv=<=l. 
o)joc(u)=(yvyl-u-v,uz0,v=z0eu+v<l1. 


d) o(uv)=(u qlI—u —v2, lr <l. 


e) o(u,v) = (vcosu vsenu, v,0<=u=27,0<=v=< A, onde h > O é um real dado. 
Db oc(uv)=|Vcosu, vsenu, — bp 0O<u<2m,v>o0. 
z 





go(luv)=(u4yrl—-u),uz0,vz0eu+v=<l. 

2. Seja À = ((0,y,7) E IRÊ 22 + 1 — a” = |) e seja Bo conjunto do espaço obtido pela ro e 
em torno do eixo z do conjunto A. Determine uma parametrização para B. 
(Sugestão. Parametrize B utilizando os parâmetros u e v conforme figura seguinte.) 
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2 2 2 
- - a . - Z 
3. Determine uma parametrização para o conjunto de todos (x, y, z) tais que — + E FE E) = 1, 
mo “ “ “ a 
“onde a, be c são constantes estritamente positivas. 


. Parametrize o conjunto dado. 


a) ((x,y, 2) E RÉ +4y/=1). 

b) ((x, » )EIR |2x+y+472=5). 

c) Conjunto obtido pela rotação em torno do eixo z dacurvay = 0e2=<,x>0. 
d (x,y DER IX + = 2x). 


e) Conjunto obtido pela rotação em torno do eixo z da curvay = Dez = — e > 0. 
X 
“A Conjunto obtido pela rotação em torno do eixo z da curvay = Vez =x — *0<r<l. 


2. PLANO TANGENTE 
Seja o: O C IRÊ = IRº, Q aberto, uma superfície parametrizada de classe € le seja (ug. Vo) 


“a de £). Fixado Ho, vr> 0 (0 v) é uma curva cuja imagem está contida na imagem de 
Se a (ug, Vo) * Ô, então a (49, Vo) será um vetor tangente a esta curva no ponto o 


Vo). De modo análogo, fixado vy, podemos considerar a curva u — o tu, vg): se 


> dO 
(ug, vo) £ O, então E” (ug, Vo) será um vetor tangente a esta curva no ponto o (ug. vo). 


8 
a (uu o, Vo) 







Yo-constante 


uo-constante 


do 
o 2 (ug, vo) À E (ug, Vo) É 0, podemos considerar o plano que passa por o (ug. 


do do 
que 8 normal ao vetor —— (ug, vo) A — (ug, vo). Tal plano denomina-se plano 


du ov 


nte à superfície o no ponto (xq, Yo» Z)) = O (ug, Vo) e tem por equação 





o o 
(x, y 2)=0 (ug, vVo)+s ne (ug, Vo) + t Ea (ug, vo) (s, t E IR). 





equação do plano anterior pode, também, ser colocada na forma 
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2 2 
E (u9, vo) A ge (ua, vo) - [6x 7.2) — (x0, 0» 20)] = 0 














Seja o: 1 C IR2 — IR, Q aberto, de classe C!. Dizemos que o é regular no ponto 
do do = 

vo) E Lse —— (ug, vo) À —— (ug, Vo) £ O. Diremos que o é regular em O se form 

lar em todo ponto de 9). Observamos que o ser regular em () significa que o admite p 

tangente em todo ponto o (u, v), com (u, v) E a 


Exercícios 9.2 

1. Determine o plano tangente à superfície dada, no ponto dado. 
a) ou, v) = (u, v, + v), no ponto o (1, 1). 
b) o(u, v) = (cos u, sen u, v), no ponto o |» 2: 
o) o(u vy)=(Qu+v,u-—v,3u + 2v), no ponto o (0, 0). 
d) o(u, v) = (u — v, Rs vZ, uv), no ponto o (1, 1). 
e) ou, v) = (arctg uv, gut = ,u — v), no ponto o (1, — 1). 

2. Seja o: O — IRº, OQ aberto em IR, uma superfície de classe Cte seja y: 1 — £) uma cur 
classe ES com y (t) = (u (t), v (1)). (Observe que y (7) é um ponto de €), para todo t E 1.) Sa 


do do 
I- Im oa curva dada por T (t) = o (y (t)). Prove que “ (y(0) A E (y (t)) é ortoge 
V' (t). Interprete. 


3. Seja o: M€ IRÊ = IRÊ, O aberto, uma superfície de classe € ! dada por o (u, v) = (x (u, 
v), z (u, v)). Verifique que 
do do o(y,2Z) 74 O(z, x) Er O (x,y) z 
du dv d(u,v) oO (u, v) o (u,v) 


9.3. ÁREA DE SUPERFÍCIE 


Seja o: K — IR”. onde K é um compacto com fronteira de conteúdo nulo e interior: 
vazio. No que segue suporemos que o é de classe C em K e regular no interior de K. (É 
que o é de classe C em K significa que existe uma transformação q: O — IR” de class 
no aberto 2, com K contido em OQ, tal que, para todo (u, v) em K, o (u, = q(u, vê 


JN v+ Av co 
J v constante 
u + Au constante 
curva 4 constante 


do 
—— (u, v) du 
du 







o 
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g transforma o retângulo de lados Au e Av no “paralelogramo curvilíneo” ABCD conti- 
na imagem de o. Queremos avaliar a “área” deste “paralelogramo curvilíneo” para Au e 
“suficientemente pequenos. 


| do do 
área do paralelogramo determinado pelos vetores —— (u, v) Au e — (u,v) Av é 


ou o 


Es (u, v) Au né — o (u v) Av 








= [E (u, v) À — (u, ) Au Av. 


serve que este paralelogramo está contido no plano tangente a o, no ponto o (u, v).) 
emos: 


= comprimento do arco AB 








Es — (u, v) Av | = comprimento do arco AD 








“área” AS de ABCD é, então, aproximada pela área do paralelogramo de lados 
| do 

tu, v) Au e — (u, v) Av: 

(u, v) E (u, v) 


— o E po v) À “e (u, v)| Au Av. 


ou 





da mais natural, então, do que definir a área de o por 


área de O = |). E 


jserve que a integral acima existe, pois 





do a 9 


du dy 


é contínua em K e a fronteira 














conteúdo nulo. 


'MPLO. Calcule a área da superfície o dada por o (u, v) = (u, v, 1 — mo), u>0,v> 
tHy<l. 


do 
Eu = (dh, =) 
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e 
do 
— = (0,1,0 
E ( ): 
Temos: 
> 00 —- 
Po jo R 
| EA = - E O Mis is É 
O 1 0 
área de O = J. Ig Edo fe O | dudy = [f V4u? + 1 dudv 








onde K é o triângulo 





Temos: 


Dt + au? dudo = [ Ina aid do [du =|, a- TA 


Façamos a mudança de variável 


Zu = tg 63 du = — sec? O do 
u=0;0=0 
u=1,0=arctg 2 
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arc tg 2 
Gm + 4? du =, [1-5 180) 1+1826 5 see? 09 dO = 


arc tg 2 
= MRE qu à 


j 
je 


EA 
2 
-— E páj= É - La “ROO 040. 


[sec? 6 dO = + sec 0 18047 Mm (sec 0 + 180) +k 


ctg2 
bo sec? 0 dO = 45 + — In (2+ 1/5) 


r outro lado, 


arc tg 2 sa 
| tg O sec? 6 dO = E sec” | eg (5) — És 
0 3 0 É 3 


rtanto, a área de o = Bl in C++ > 


a A +k 


to O 3 6 dO = 
da [E 3 cos? 0 


ervação. | 


E. 
ícios 9.3 meo 
alcule a área. (Sugerimos ao leitor desenhar a imagem da superfície dada.) 


od o(uvy)=(uvl —-u-vyuz0,v=z0eut+v<l. 
e Cd = EI, ape il 

So v) = (uv 12 + vê) é + qieÃ. 

d) o(u v)=(u,v,4— “2 — v”), (u, v) E K, onde gue ma no plano uv limitado pelo eixo 
* ue pela curva (em coordenadas polares) p = e. “0<60<T 


| l 
€) o(u,v) = (u no ul bo<u<ueu<? 
» o(u, v) = (cos u, v, sen u), u” +4v <l. 


Seja A = ((0,y,2) E IR$LZZ + (y — 2) = 1); ache a área da superfície gerada pela rotação em 


ormo do eixo Oz do conjunto A. 


Seja f: K — IR de classe c! no compacto K com fronteira de conteúdo nulo e interior não-vazio. 
Mostre que a área da superfície z = f(x, y) (isto é, da superfície o dada porx = u,y = vez = j(u, 


»)) é dada pela fórmula 
2 2 
|] [+ (2) ” 2) Medio 
K ox Ox 
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+ Calcule a área da parte da superfície cilíndrica P+xX=4 que se encontra dentro do cilindro x 
y <= 4 e acima do plano xy. 


5. Calcule a área da parte da superfície esférica x + y + ? = | que se encontra dentro do cone: 


Jx? + y? . 
6. Calcule a área da superfície 7 = x? + y?2, (x — 27 + 4y? < 1. 


7. Calcule a rea da parte da superfície esférica x + y + Z = 2 que se encontra dentro do par: 
lóide 2 = x + y”. 


8. Calcule a área da parte do cone 2 = + y que se encontra dentro do cilindro x + y < 
do cilindro xº + y < 1 e acima do plano xy. 


3/2 


8 
9. Calcule a área da superfície z = x +y20<x< 5 cU<y<— xº. 


16 
10. Calcule a área de z = Vx? + y2, Cry <i> ley=z0. 


11. Calcule a área da parte da superfície z = ./x2 + y? compreendida entre os planos x + y = 1,. 
y=2,x=0ey=0. 


12. Calcule a e da puria da superfície z = xy que se encontra dentro do cilindro X + y <4e: 
do cilindro x? + y? < 1. 


13. Seja K o conjunto do plano xy limitado pelas curvas (em coordenadas polares) p = tg 6, 0=< 
x 


r 
o e 8= PL Calcule a área da superfície z = xy, (x,y) E K. 


14. Seja K o conjunto do plano xy limitado pela curva (em coordenadas polares) p” = cos 20, — 


(a 
0 = 4 Calcule a área da superfície z = xy, (x,y) E K. 


15. Epi a Dea da parte do parabolóide elíptico z = x + 2y? que se encontra dentro do cilim 
4 + 16y? < 1. 


16. Seja f: [a, b] — IR uma função de classe C”, ! com f(u) = O em [a, b]. Considere a superfícis 


revolução o (u, v) = (f(u)cosv, f(u)senv,u), comasu<b0<v<27. Estabeleça u 
fórmula para o cálculo da área de o. Compare com a fórmula obtida na Seção 3.3 do Vol. 2. 


2 2 2 

x 
17. Estabeleça uma fórmula para o cálculo da área da superfície = + EE + - = |, ondea> 
b>0ec>0 são constantes dadas. q c | 


OF 
18. Seja F:QC IRÉ > IR, Q aberto, uma função de classe C! tal que Es * O em O. Sejaf:l 


IR, onde K é um compacto com fronteira de conteúdo nulo e interior não-vazio contido em € 
que F (x, y, f (x, y)) = O para todo (x, )) E K, isto é, z = f(x, y) é definida implicitamente p 
equação F (x, y, z) = 0. Mostre que a área da superfície z = f(x, y) é dada pela fórmula 


Edi (=) [ae 
Ox dy oz 

0F 
Fora 


dy. 


ll, 
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. Sejam o: 1) € IR2 > IRºe q: O € IR? — IRº duas superfícies regulares nos abertos O e 9, 
respectivamente. Suponha que exista uma transformação H: O, — 2, com H (11,) = £), dada por 
u=uís, t) 
H (s ) EQ; 
v=vís, t) 


sendo H de classe e: inversível e tal que, para todo (s, t) E 4), 


p(st)=o(u(s, t), v(s, 1)). 


Diremos, então, que q é obtida de o pela mudança de parâmetros (u, v) = H (s, f). Suponha, 
então, que «q seja obtida de o pela mudança de parâmetros (u, v) = H (s, 1) = (w(s, 1), v(s, 1)). 


a) Verifique que Im q = mo. 
b) Prove que 


Pp A a(o A =) es 


O é a Uau 2(5,1) 
onde 
du du 
(uv) os dt 
o(s, t) o a o 
é à 


é o determinante jacobiano da transformação u = u(s, f), v = (s, 1). 


o (u, v) 


€) Interprete geometricamente a relação (1) supondo a Be 


Sejam o: (1) O IRÊ > IRº e q: O, E IR? — IRº duas superfícies regulares, sendo q obtida de o 
pela mudança de parâmetros (u, v) = H' (s, t) = (u(s, b), v (s, 1)) (veja exercício anterior). Sejam 
Ee e K L C Q,, compactos com fronteira de conteúdo nulo e interior não-vazio e tais que 


T (K1) = K. Prove que 








EE | dude 


du dy 15 


Seja o (u, v) = (x (u, v), y (1, v), z (4, v)), (u, v) E K. Mostre que a área de o pode ser expressa na 


: orma 
ei de 8 If [OS] o) [og E ã. o (x, )) : du dy 
K o (u, v) o (u, v) o (u, v) 


| (Sugestão. Veja Exercício, 3 da Seção 9.2.) 











Ea dt 
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9.4. INTEGRAL DE SUPERFÍCIE 









Seja K um compacto de IR?, com fronteira de conteúdo nulo e interior não-vazio; sex 
K — IR? de classe Cl em K, regular e injetora no interior de K. 


Seja w = f(x, y, z) uma função a valores reais definida e contínua na imagem de q. 
finimos a integral de superfície de f sobre o por 





do do 


— AO — 


ou 





|), 16520 as =| Jofioquv) 


E A JE 
ou ov 
Observação 1. Seja P = ((u,, v)li=0,1,2,...,nj=0,1,2,...,m) uma partição de 
para facilitar, vamos supor que K seja um retângulo de lados paralelos aos eixos. 














ds 


onde dS = du dv é o elemento de área. 














Consideremos a soma 


E FCO Cu; V;) ASi; 
i=1 j=1 


onde As; é a área da região hachurada na superfície o. Demonstra-se que 
. n m — — 
lim X DX f(o(m,57) ASj =|| f(gx2)ds 
AS O j=1 J51 o 


Observação 2. Na definição de integral de superfície a função f (x, y, z) não precisa e 
definida em todos os pontos da imagem de o; basta estar definida nos pontos X = o (uw. 
com (u, v) no interior de K. Neste caso, definimos 


|), t653,2) as = Jota (uv) 








< A Ed dudy 
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sde que a integral do 2.º membro exista no sentido da definição apresentada na Seção 
EMPLO 1.Sef(xy )=1, para todo (x, y, 7) E Im o. teremos 


Dreroas=ffa-fi fins 


du dv = áreade 6. 








|| dS = área de O. 
o 


* integral de superfície pode ser aplicada no cálculo da massa, centro de massa e mo- 
to de inércia de uma superfície o, que será imaginada como um corpo delgado, com 
idade superficial de massa (massa por unidade de área) conhecida. Sejam oe fcomo na 


ição acima. Se f(x, y, z) for a densidade superficial de massa no ponto (x, vw. E Imo. 
ão a massa M de o será dada por 


comum referir-se a dm = f(x, y, 2) dS como elemento de massa. 
| momento de inércia da superfície em relação a um eixo fixo é definido por 


1=|) 12 dm 
o) 


r=r(x,y, 2) é a distância do ponto (x, y, Z) ao eixo. O centro de massa (x. y.. 2.) é 
ndo por 


IJ edi II sala |] sda 


M é a massa e dm = f(x, y, 2) dS o elemento de massa. 


MPLO 2. Calcule a massa de chapa finaodadaporx=uy=vez=u+2v0<u< 
Sv<I,sendof(x,yz)=x+y+za densidade superficial. 


JiÊ, 


Ep Bo 
du 


du dv 
dv 


M=)] +r+ods=[[ Qu+3y) 
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onde K é o quadrado O <u< 1,0=v= 1.Temos: 


325 — 
Lj k 
do do > 20 
AD=1 praia jm Pe E 
du E O l E =] 
Um 2 
e, portanto, 
do do 
DA S=( ++ = 
E | Gu di Gas V6 
Segue que 






M = 6 J. (Ou + 3y) dudy = 6 |, Due du do = 6, 


| 5N6... 
Portanto, a massa é Avé unidades de massa. 


EXEMPLO 3. Sejam o e fcomo no exemplo anterior. Calcule o momento de inérci 
em relação ao eixo z. 


Solução 
1=|[|" «+y+ods 
o 


onde r = r (x, y, z) é a distância do ponto (x, y, z) ao eixo z. Como r = ,/x2? + y2. 


[ = JI. (x? + y2) (xty+29)dS = Du? + v?) (Qu + 3v) 








à" 2)4 
onde Kéo quadrado 0 = u=1,0=v= 1.Como 


IS A o l- 6 (veja exemplo anterior) 


resulta 


I = 6 Re + 3u2v + 2uv? + 3v2) dudv = cn id 


256 





Assim, o momento de inércia da chapa em relação ao eixo z é . (Observe que om 


mento de inércia tem dimensões MLE?, onde M é massa e L, comprimento.) 
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TEMPLO 4. Sejam o e f como no Exemplo 2. Calcule o centro de massa de o. 


ção 


17./6 


| JJ, xdm = J). x(x + y+z) ds = Jo )). u(Qu + 3v) dudv = o 


4 J). ydm = JJ, y(x +y+z) ds = 6 )). v(2u + 3v) dudy nd, 


I, zdm = )/ x+y+2ds=6]] (u + 20) Qu + 39) dudy = 56 


Exemplo 2, M = sli Temos, então: 
|] x dm 17 || ydm 3 || zdm 53 
x = — =— y = — =>e = — = ——. 
M 30 M 5 M 30 


sus (1.3 8) 
n, o centro de massa da chapa é o ponto Bo 5” dO 


MA 
94 =-[[][[Dz]"0o(cÕÃcÃALZmZlJZA RE ãrBãgSR ZÀÃdedgeeee 


Zalcule || f(x,y,2) dS sendo 
o 


 fuyd=xeo(uy)=(Uvw+v),O<u<lewW<v<l 

E o= geo) regra deu | 
Oyo +yeouy)=(uvu+v),u Ly €1. 
 fxyo)=veoluW=(Wvi-U),0<u<leO<v<vu. 

REF (x, y. 2) = x + y e o a superfície x + y + Ea = 4,7 > 1. (Fica entendido aqui que o é a 
parametrização mais “natural” do conjunto dado.) 

f(x y, 2) = xy e o é a intersecção do parabolóide z = x + y? com o conjunto 24 y < 2x, 


"y=z0. 
) f(x,y, 7) = xe o é a parte da superfície a =x + y situada entre os planos z = le z=53. 


» f(x,y, 2) = ze o éa parte da superfície d="+ y que se encontra acima do parabolóide 4z = 
x + y + 
fx y D)= + 1 — x2 ecéa parte da superfície cilíndrica É + W=1 que se encontra dentro 


“| doconez = dx? de y2 


Z 
f(x, y, D = e di Ag dp AP e o éa parte do parabolóide z = 1 — gór= y que se encontra 
- dentro do cilindro + y < 2y. 


Zaleule o centro de massa da superfície homogênea (densidade constante) dada. 


Do(u, v)=(u,v, O + 3, nº E v? = 1. 


5) o é a parte da superfície cônica 7 =x" + y compreendida entre os planos z = le z = 2. 
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3. Calcule a massa da s 


uperfície o dada, com função densidade superficial de massa f 
dada. 


a) f(x, y, 2) = ze céa superfície xº +y? + ? =1,7=>0. 


b) f(x,y, 2) = x? +y2 +27? e o é a superfície 2? = x? + y? lI<z<2. 


SIwn)=2e0(uW)=(uvi-v),0O<u<leO<v<l 


4. Calcule o momento de inércia da su 
torno de qualquer diâmetro. 
mogêneo.) 


perfície esférica de raio R, homogênea, de massa & 
(Tal superfície deve ser imaginada como um corpo delgado 


5. Calcule o momento de inércia da superfície homogênea, de massa M, de equação z =x 
É ap y? < Rº (R > 0), em torno do eixo Oz. 


6. Calcule o momento de inércia da superfície homogênea, de massa 


M, de equação *+y 
(R>0),com0<z= 1,em torno do eixo Oz. 





TO 


FLUXO DE UM CAMPO 
VETORIAL. TEOREMA DA 
DIVERGÊNCIA OU DE GAUSS 






1. FLUXO DE UM CAMPO VETORIAL 


Seja o: KC IR? > IRÊ de classe C!, onde K é um compacto com fronteira de conteúdo 
D e interior não-vazio. Suponhamos que o seja injetora e regular no interior de K. Pode- 
— — 


s, então, considerar os campos vetoriais ny e n> dados por 








E (u, A E (u, v) . 
m (o (u, v)) = a ER pu e cce A aa (uv) EK, 
IE qu A (u, v) 
mo (o(u v) = —ny (o (u, v) 


mt) o 

O campo n, associa a cada ponto o (u, v) da imagem de o, com (u, v) E K, um vetor 
—+ 

Erário e normal a o. Observe que o domínio de ny é o conjunto (X E ImoIX = o(u,v) 


(u, v) E K + ). Como o é injetora no interior de K, o campo n1 está bem definido. 


Es das — sm 


de= e o 





| 
| 
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do 


ni(o(u, v) *? 


(uu, v) 





v constante 


u constante 






e - : " R a + -s 
Seja F : Im o— IRº um campo vetorial contínuo e seja n; um dos campos n; ou 


$ 
página anterior. Seja F, = F - n a função a valores reais dada por 

— — o 

Falo(u v))=F(o(uv):n(o(u,v),(u EK. 


5 
Observe que F, (o (u, v))é a componente escalar de F (o (u, v)) na direção do vetor E 
V)). : 


Pois bem, a integral de superfície 


ei 
denomina-se fluxo de F através de 0, na direção n. (Veja Observação 2 da Seção 


x —> — — — — 
E frequente a notação | ] F- dS, onde dS = n ds, para indicar o fluxo de F 
o 


o , EA " . 
de o, na direção n. É comum referir-se a dS como elemento de área orientado. 
Segue da definição de integral de superfície que 


JJ, F A dS = 1).+ (o (u, v)) - pe (o (u, v)) ash 








do do 
-— (4)A— (uv 
e É ) ado ) 








ds 
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, então: 
JJ, Fenas=[[ Piu E qu AT qu 9 | du ay 


o (u, A E (u, v) 


a 


+ (o (u, v)) = 


[êr qu DA E v) 
dv 








JJ. Pnas=-[[ Pro qu) | E qu) A TE qu) | du dy 


do do 
5 ——- A — (u, 
n(o(uv)=— Ou (iv) Óv (tm v) 








do do 
—(u)A—(u,v 
E ) À ) 






-—s 
serve que pelo fato de estarmos supondo F contínua em Im o, o de classe Clek 


> 
fronteira de conteúdo nulo, a integral j F-n ds existe. 
o 


EMPLO 1. Considere um escoamento de um fluido com velocidade v constante; seja 
ja superfície cuja imagem é um retângulo contido na região em que se dá o escoamen- 


— — mT +00 
onsidere a normal n a o que forma com v ângulo < E rd. Calcule If v-ndSse 
o 


-— 32 0 7 
n são constantes; logo, v - n é constante. Assim, 


-—  — -— => — 
|] vendS=v: n |] dS=(v-n) vezes área de o. 
o o 
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I ven dS = volume de fluido que passa através de o na unidade de tempo. 
o 


Observe que se o fluido tem densidade p constante, então 


If (pv) . n dS = massa de fluido que passa através de o na unidade de tempo. 
o 


. e 


EXEMPLO 2. Calcule o fluxo de 


pos É pot 5 7 
vV(gy)=10i+(x +Fy)J —2y k 





através da superfície 
Xx=u 
C:4y=V O<u<le0O<v<l 
z=lI-u2 -—-y? 
, do , do 
com normal n=.—Ju dy 
do do 
ai RR À 
du ov 
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do p do 
jvna=-[jrouy dE SE) du dy 
o K En de] ou ov 
du dv dS 


seja, 
JJvnas=]J» (o (u, (SE SE) du dy 


de Kéoretângulo0 <u<=1],0<v<1. 


— s —- 
j j k 

ds a () -9u|=2ui +2vj+k. 
O l = AY 


32. 
A 


e = <> ni E 
ds = )J 110 Au +); k]-Dui+2vj+kldad = 


= Ja 20u + 2u2v + 2v? — 2uv] du dv 


-s = | l 
JJ v:n ds = |, 5 (20u + 2u2v + 2vº - Zum) du | dy 


o 


anto, 
j o ds es 
, 3 


| E + 

Observe que se olharmos v como um campo de velocidade associado a um escoamento 
Ss = 

um fluido e se v for medido em m/s, então o fluxo de v através de o será medido em 

s. Neste caso, teremos: 





, ei , DE 
fluxo (ou vazão) de v através de o = E (m/s). 


Muitas vezes, teremos que calcular fluxo de um campo vetorial sobre “superfícies” como, 
exemplo, a fronteira de um cubo, de um cilindro etc. Será conveniente, então, olhar tais 
serfícies” como imagens de cadeias. 
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Seja 01: K;— IRº (i = 1,2,...,n) uma superfície de classe C!, regular e injetor 
interior de K,, onde K; é um compacto com fronteira de conteúdo nulo e interior não- 


Suponhamos que o; ( K;) N 0; ( K; ) = à, para i + j. Pois bem, a n-upla (0, 03, ..., 0; 
denominada uma cadeia. Definimos a imagem da cadeia o = (04, 09, ..., 04) por 


Imo=ImoUlmouU..Ulmo,. 
+ 
Seja F um campo vetorial contínuo sobre Im o, onde o = (04, 0», ..., 0) é uma caí 
-—s 
Seja n; um campo unitário normal a o;. Definimos 


> > 5 > o 3 5 
|] Fen dS= | Fm ds + |[ Fm dS+...+ [ F -m ds 
o | o, On 


onde n é um campo vetorial definido em Im o e tal que n (o; (u, v)) = n; (o; (u, v)). E 
todo (u, V) E K,, i=1,2,...,n. 


De agora em diante, quando se pedir para calcular | F n dS, onde o é uma “st 


e aa ; o 

fície” não-parametrizada, entender-se-á que se trata de calcular tal integral sobre a c; 
mais “natural” (07, 09, ..., On) cuja imagem coincida com a superfície dada. (Veja Exe 
cio 14 desta seção.) 


5 
EXEMPLO 3. Seja F (x,y 2 =P(x,y,2) z + O (x y, 2) j + R(x,),2) k um cam 
vetorial de classe C! no aberto Q C IRº. Considere um paralelepípedo de faces paralel: 
planos coordenados contido em ), com centro no ponto (x, y, z) e de arestas Ax, Ay 
suficientemente pequenas. Suponha que em cada face do paralelepípedo escolhe-se a: 


mal que aponta para fora do paralelepípedo. Verifique que o fluxo de F através da fron 
—+ 
o do paralelepípedo é aproximadamente div F (x, y, 2) Ax Ay Az; isto é, 


|] F-ndS= div F (x, y,2) Ax Ay Az. 
o 


Solução 


(x, ), Z) 
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—, 
O fluxo de F através da face ABCD é aproximadamente 


P(x 422,20) )arse=o [xy De |arão 


A E 
0 (x.0+ 2,2 nom not Dna 
2 óy 2 


| — 
gue que o fluxo F através da face ABCD é aproximadamente 


O tx, vz) Ax Az+ : pi (x, y, 2) Ax Ay Az. 


—S, 
luxo de F através da face 4,B,C,D, é aproximadamente 


Pro Ana de= -0( ny De | arde 


o olo= 0 dy 
o[x.» Ze )=0 (69,2) aa (%. 348) a 


=» a 
“sue que o fluxo F através da face A,B,C;D, é aproximadamente 


— O (x, y, 2) Ax Az + > E (x, y, 2) Ax Ay Az 


sulta de (D e (D que a soma dos fluxos através das faces ABCD e AB; C,D, é aproxima- 
imente 


o) 

92 (x, y, 2) Ax Ay Az. 
óy 

sdendo de forma análoga com as outras faces obtemos 


> -— 
|] F-nds =divF (xyz) Ax Ay Az. 
o 


| 5 
XEMPLO 4. Calcule |] F-n ds, onde céafronteirado cubo 0 <x<=1,0<y<1, 
o 
Esá =—— 


<— F =— p) > = =, 2 
E<1F(XyD)X ; jtkenta normal apontando para fora do cubo. 
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Solução 
> > > > 0 o > 
|] Fen as = || Fem as + |] Fm ds +... + | F-ne ds 
o 04 E) 06 
' > 5/5 + o. ; 
onde 04, 07, ..., o% são as faces do cubo e m, n2, n3,..., n$ são, respectivamer 


normais a estas faces que apontam para fora do cubo. 





= — 3 > 0 —- - — 
mn = k,n = JomB=-kn=-jn==-=iençsi. 
Temos: 
Xx=u 
CL:IAY=V (u, v)E K; BEE pr 
du dv 
z=1 


onde Ké o quadrado0 <u=<l,0<v<1. 


1 


[AN em, 
F-mas=[[ (Wi-j+Rr-R|ÍO A A 

j 
o| K du dv 











du dy = || du dv 
K 


ou seja, 
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x=u 
do do E 
o2:4y=1 (u, V)EK; ao PAP 
Z=v 
Ê 52 5 > 32 50/35 
jj Fm as= |] is ap) banda du dy = — [f du dy, 
o, K du dv K 














seja, 





ixamos a seu cargo verificar que: 
> 0 > > -+ 0 — > > 
|] F-n as=—, |J F na ds=1, |) F-ns dS=0 e | F-nçds=1. 
os O 4 Os Os 
tanto, 


+ =$ 
| E e di == TATA qts: 
o 


[EMPLO 5. SejaBocubo0<x<1,0<y=< 1,0=<z=<lesejam F eo como no 
nplo anterior. Verifique que 


ÍI (div F dr dy de= [[ Fenas É 


fI, div F ax ay ae= |] 2x de ay de= |) | 2x dx [dy de= [[ dy e 


e Aéoretângulo0 <y<1,0<z=< il. Assim, 


, a diana 


— 
1) div Fº dx ay de = | 
g a na é 
acordo com o exemplo anterior Íj F:-n dS=1. Portanto, 
o 


Ji), div Far dy de= [[ Fenas 
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EXEMPLO 6. Seja 


——+ 


Ss — 
-—> - . 
ni q xityj+zk 
AU ra a o pa 
x dá Z Ed Ve eia 


=, 
o campo elétrico criado por uma carga q localizada na origem. Calcule o fluxo de E atra 








—Ss 
da superfície esférica de raio r e centrada na ongem, com normal n apontando para for 
esfera. 


Solução 


—s E À . 

ueremos calcular E - n ds, onde o é a superfície esférica de centro na origem e rai 
p 8 

o 

-—s -—> 


cais 
Xi ty) +tzk 


. Temos: 
Jx2 + y2 + -º 


cm) 
en(xy)= 


ta paga ME) 
Ly» n(x,y,2)= = 
() 2 n(x,y,2) Ri A E 


pois (x, y, z) varia na superfície esférica de centro na origem e raio r. Daí, 


JJ, Enas=[ Sas=S If as 


Como | ] dS = 4xr? = área da superfície esférica, resulta 
o 


- q 
| E-ndS=S -4m? =4m. 
o r2 


—+ 
Observe que o fluxo de E através de o não depende do raio da superfície esférica o 


Exercícios 10.1 


> > o 
(Para evitar repetição, ficará subentendido que a normal n que ocorre em ] | F:n ds será sem 
o 


unitária.) 


— 
I. Sejam B = ((x, y, 2) E IRêIx>0,y>0€e0<:z <l-x-—y),cafronteiradeBe FL 


> -—s A 
D=xi +y j +z k. Verifique que 


e -— 
) F-nas= [ff div F dx dy dz 
o 
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-— 
onde n é a normal que aponta para fora de B. 


2. Sjao(uwy)=(4v4-uw-v)u+vl<l,esejal (1) = (cost, senr,3);0<1<27. 
+ —> 
Considere o campo vetorial F (gy )= i +(x+ty+2) 


a) Desenhe as imagens de o e de T. 


b) Verifique que 
> 0 — 
[fr r-n ds =|. F-dr 
o 


— 
onde n é a normal 














du dv 


3 Seja B o cilindro xº + y* < le0<z=lsejaoa fronteira de B. Verifique que 


f + Eidos JII, ae Fado 


— — 


S > 2 - 
onde F (xy7)=xy | — j +Z7 ken anormalao que aponta para fora de B. 


4 SejaB=(Ky)EIRIZ+y<Ie2+y+?<4)esejaoca fronteira de B Verifique que 


bo cmd 
JJ, FR ds IJ, div de dy de 


—-s > —> > 0 
“onde F (xyz)=x1i+yj+tzkenanormalque aponta para fora de B. 


E é 
Considere o cilindro B = ((x, y, 2) E IR2Ix2 + y < <l,0<z<l)esea F (xy)=R(xy,27) 
de classe C! num aberto contendo B. Verifique que 


> — 
II) Fá as = [|] div F dx dy dá 
o B 
-—> 
“onde o é a fronteira de B com normal n apontando para fora de B. 


6. Considere o cilindro B = ((x, y, DEIR IZ + <1L0<z<l)eseja 


- 5 > 
F (xy)=Pxy,)i+tOWmydD j 


de classe C! num aberto contendo B. Venfique que 


fr Rem dito VII, aiv 7 ax ay ae 
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—+ 
onde o é a fronteira de B com normal n apontando para fora de B. 


(Sugestão. Trabalhe com a cadeia o = (01, 09, 03), onde 
nn E 
cu v=(u,v0O,u tv <l; 
A oo (uv=(uyvl,u +vW=<l; 
os (u, v)=(cosu,senu,v),0O<u<2m,0<v<l.) 


7. Considere o cilindro B = ((x, y, z) E RÉIS + y <l,0O<z<l)eseja 


—s s — — 
FXyr)=PCYS) irOEVD ) TREVO k 


de classe C! num aberto contendo B. Verifique que 


a. = 
If F-n as= [[[ div-F dedy de 
o B 


— 
onde o é a fronteira de B com normal n apontando para fora de B. 


(Sugestão. Utilize os Exercícios 5 e 6.) 


8. Seja o: K— IRê de classe cl em K, injetora e regular no interior de K, onde K é um comp 











— — = — | 
com fronteira de conteúdo nulo. Seja F =P i +Q j + R k contínuoem Imo. Seja 
normal 
o) 4 
Rc 
du dv 
PE a | 
du dv 
Mostre que 
- À : d f 
o K o (u, v) 9 (u, v) o (u, v) 


onde P, Q e R são calculadas em o (u, v) = (x (u, v), y (4, v), z (u, v)). 





> - o —» 
2. Sejamo(u, vV)=(x(u v,y(u v,z(u,v),(svW)EKeF=Pi+QOj+R k com 
exercício anterior. A notação 


|] Pdy Adi +QdzAdx+RdxAdy 


é usada para representar a integral 


Íj pMO +0 o (z, X) ma o (x, )) ro 
K o (u, v) o (u, v) o (u, v) 





10. 
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Assim, 
o (y, Z) 9 (2, x) 
PdyhAd+Qd:Nd+RixAdv= P-—-="]"" 4,020 +“ 
JI, ta ? a] o (u, v) RS 


0 (x, z) dão. 
o (u, v) 


+ R 


onde P, Q e R são calculados em o (u, v). (Para lembrar a relação acima, basta observar que na 


o(y, 
passagem do 1.º membro para o 2.º fizemos dy A dz = ap du dv etc.) Verifique que 


u, V 


a) IN Fenas=[[ PdyAdi+ Qd: A dx + 


ifideN donde n é a normal qd 


ou dv 














b) JJ, Fenas=—[f PdyNde+QdiNd+RdxA dy 


Fo) Fo) 
, E AM 
é ou dv 
onde n é a normal — 
| do do 
A — 
du dv 








Seja o a superfície z = f(x, »), (x, y) E K, com f classe C! num aberto contendo K (Observação. 
peu =u, pe =vez=f(u, v).) Si n n a normal a o com componente 


z>0eseja Pe Pi i +Q j +R E um campo vetorial contínuo na imagem de o. Mostre que 


Jf, + F - n ds = |. [- pol, y) — 0 + [dra 


onde P, Q e R são calculadas em (x, » f(x, y)). 


: Considere um escoamento com velocidade v v (X, y, 2) e densidade p pi y tal og u=p 


v Pepudado por u=xi +y j e 27 k. Seja o a superfície xº +y +7 =4,7>2,e 


seja n a normal com componente : > 0. Calcule o fluxo mg u através o. (Observe que, neste 


caso, o fluxo tem dimensões MT” * (massa por unidade de tempo).) 


—S 
12. Seja u o campo do exercício anterior e seja B = ((x, y, 27) E IRÊ 1x2 + yº +t7<4e z> 


2). Mostre que 


> > — 
]) un ds= [J[ div u dx dy dz 
o B 
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=) 
onde o é a fronteira de Be n a normal unitária apontando para fora de B. Interprete. 


> 


—, 
13. Seja u o campo do Exercício 11 e seja B a esfera x + y +72 <a. Calcule ) um 
o 


—, 
onde o é a fronteira de B, com normal n apontando para fora de B. 


(Sugestão. Utilize coordenadas esféricas.) 


14. Sejam o (u, v), (u, VE Ke 09 (s, £), (5, t) E Ky, duas superfícies de classe Cl e com im: E 
iguais; O e o, são supostas injetoras e regulares nos interiores de K 1 € K,, respectivame 
Seja q : Kj — K, uma transformação dada por 


= s(u, v) 
p: 
t=t(u,v) 


e que satisfaz as condições do teorema de mudança de variáveis na integral dupla. Supc 
mos que, para todo (u, v) E K,, 


o| (u, v) = 05 (s (u, v), t (u, v)). 


Ee À e. y 
Seja F um campo vetorial contínuo na imagem de o, e seja n um campo normal unitári 


conjunto Im o = Im 05. Prove que 


I, 


E > o 
F-nds= |[ F:núds 
de 


ou seja, o fluxo através do conjunto Im O, não depende da parametrização. 


fo) o O(s, t á 
(Sugestão. Utilize a relação bcá À A Lacá RR [ e A a) Actas do Exercício H 


ou dv ds dt ó (u, v) 
Seção 9.3.) 


10.2. TEOREMA DA DIVERGÊNCIA OU DE (GAUSS 


Seja B C IRº um compacto, com interior não-vazio, cuja fronteira coincide com a i E 
gem de uma cadeia o = (0, 02, --- Tm). Suponhamos que, para cada índice i, seja poss 


-» 5 -> 
escolher uma normal unitária n; a o; com n; apontando para fora de B. Seja n um cam 
—s [o é 
vetorial definido na fronteira de B e que coincide com n; sobre o; (K;).Seja F=P 
ÇA 
O j + R k um campo vetorial de classe C! num aberto contendo B. Pode ser pros 


(veja referências bibliográficas [19] e [15]) que para uma classe bastante ampla de conte 
tos B, nas condições acima, é válida a relação 


> o > 
] F-nds=|j) div F dx dy dz 
o B 
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onhecida como teorema da divergência ou de Gauss. (Observamos que a todo compacto B 


je ocorrer nesta seção e que satisfaça as condições descritas acima, o teorema da diver- 
ncia se aplica.) 
Os próximos exemplos mostram algumas aplicações do teorema da divergência. Na pró- 


ma seção, destacaremos uma classe bastante ampla de compactos B para os quais o teore- 
ja da divergência se verifica. 


EXEMPLO 1. Utilizando O teorema da divergência, transforme a integral de superfície 


5 5 
| F:n do numa integral tripla e calcule, onde o é a fronteira do cilindro B = ((x, y, 2) E 


Nx 2 —> sa -— 2 > — 
é +» <lLOsisi,F(Lxy,)=xityj+z k e n a normal apontando 
a fora de B. (Veja Exercício 7 da seção anterior.) 


tução 


> 5 - 
|| F:nds= |[[ div F dr dy de 
o B 


emos 


DN, iv 7 dx dy ae = [ff (2 +22) dx dy de= [/. '; 2 +20) de [ds dy 


ide K é o círculo x? + y < 1. Portanto, 


— 
II A F dx dy dz = 37. 


gue que 


3. 
|] F:ndS= 37. 

o 
+ —+ " —s 
Igerimos ao leitor verificar a igualdade acima, calculando diretamente | Í F-n os, 
a o 


a: e: + Aces E - bs A 
MPLO 2.Seja F(xy,D)D=xy i +xy j + (6 — 4xyz) k e seja oa superfície x 
s > 
y + 7 = 4,7 = 0, sendo n anormala o com componente z > O. Calcule o fluxo de F 
-—+ 
ravés de o, na direção n. 


Ed 


mução 
Eja B o compacto x* + Y+2<4,:>0. Seja 0 à superfície 


o (u, v) = (u, v, 0), ue + y” = 4. 
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A fronteira de B coincide, então, com a imagem da cadeia (o, 01). Pelo teorema da divergêmo 


- 


> 5 - - - 
|| F-nds+ |) F-(-kds= |]] div F dx dy dz. 
o 04 B 


asa * 
Como div F = 0, resulta 


5 + > 
|| Fnds=)] F-kdsS 
o 0; 


f 


> — EA 
ou seja, O fluxo de F através de o, na direção n, é igual ao fluxo de F através de o; 


= 
direção k. Temos 
> 
|] F.k ds = | (5 — 4x2) ds. 
O O; 


Mas, (x,y VE Im >27= O. Daí 


5 > 
j F.kas= | 5dS=207. 
o, o, 
Portanto, 


9 
|) F.n dS= 207. 
o 


395 
(Sugerimos ao leitor calcular diretamente | j F:nds.) 
o 
Seja B C IR? um compacto para o qual vale o teorema da divergência e seja o a front 


pe 
de B, com normal n apontando para fora de B. Pelo teorema da divergência teremos 


D ff F-nas= [ff avr arara: 


EA —s - - 
para todo campo vetorial F =P i +O j + R k de classe C! num aberto 9) conte 


—+ 
B. Entretanto, se F for de classe C! em Q e se B não estiver contido em OQ, a relação 0) 
terá nenhuma obrigação de se verificar. Veja parte b do próximo exemplo. 


EXEMPLO 3. Seja 


- - 


—+ 
Eix Ene q Fi yg rar 
5), x2 +y2 +27? [2 apl de 


onde q é uma constante não-nula. 
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. =, 
-alcule div E. 


É — — 
-aicule o fluxo de E através da superfície esférica x + y + 2º = 1, com normal n apon- 
do para fora da esfera x + y +72<1. 
— 
e o fluxo de E através da superfície esférica x + y + (Z= 27 = 1, com normal 


apontando para fora da esferax” +) + (21-22 <1 


— 
-alcule o fluxo de E através da fronteira do cubo —2 <x<2,-2=< YS2,-—-l<z=< 
— 
m normal n apontando para fora do cubo. 


cão 


7; E = O (verifique). 


á é de classe C! mm ca IRê — ((O, O, 0); seja o a superfície esférica x + y +27 = 
a Ba esfera x? + y +2<1. Então, o é a fronteira de B. Como B não está contido 


2, não podemos aplicar o teorema da divergência no cálculo da integral fl.E E- - ds; 
nte E deve ser calculada diretamente. Segue do Exemplo 6 da seção anterior que 
i d dS = lim: Observe que JIJ, div E dx dy dz = 0. 


ja 0 a superfície esférica x + y? + (7 = 2 = | eseja B, a esfera x +y +(2-2)< 


sim, O” é a fronteira de B,. Como B, está contido em Q = IRº — ((0,0.0)). segue que 
ema da divergência se aplica. Então, 


IJ. En ds= [Jf div É day de =0. 


ja o, a fronteirado cubo —-2<x<2,-2<y<2e-2<7<2. Tem-se 


20. 
| E :n> dS = 474 
ud) 


—) 
n2 é a normal a 0, apontando para fora do cubo. Verifique. 
gestão. Seja B o conjunto de todos (x, y, z) tais que (x, y, z) pertence ao cubo, com x + 


2 > 1; divida B em duas partes e aplique o teorema da divergência em cada uma delas 
m seguida, utilize o item b.) 


EMPLO 4. (Novamente a equação da continuidade.) Imaginemos um escoamento num 


3 O) de IRº, com velocidade v (x, y, Z, t) no ponto (x, y, z) e no instante £, com t num 


alo aberto T; : é suposta de classe E Seja p (x, y, Z t) a densidade no ponto (x, y, Z) eno 
te +. Seja B C () um compacto ao qual o teorema da divergência se aplica. Temos: 


M (1 = |]) o (x,y, 2,1) dx dy de 
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onde M (t) é a massa do fluido que ocupa a região B no instante t. Como p é de classe € 


dM [. E 
—— (1) = — (xyz) dx dy d 
di 1), E (3,28 y dz 


que é a taxa de variação, no instante t, da massa M = M (t) que ocupa a região B. Seja - 
-s 
fronteira de B, com normal n apontando para fora de B. Temos: 


| ) vi Re as = | diferença entre a massa que sai e a que entra em 
o à B, por unidade de tempo, e no instante t. 


dM E: 
Se a massa dentro de B está aumentando é porque E ()=0€ | | (pv): ndsS<O 
o 
ai dM e ç 
a massa está diminuindo é porque E ()=0€e | | (pv): n dS = 0. Tendo em vista 
o 


“princípio da conservação da massa” e supondo que em 1) não haja fontes e nem sorvedo: 
ros de massa, é razoável esperar que se tenha 


, Larara- oiro 


que é a equação da continuidade na forma integral. Pelo teorema da divergência 








O | [cv E ] | ), ai Ecs void 
para cada t E 1. De (3) e (4) resulta 
6) JI), [Se + avo) arardeo 


Pelo fato de (5) se verificar para toda esfera contida em O e da continuidade do inte grar 


resulta 
—Ss 
e +div(p v)=0 


que é a equação da continuidade na forma diferencial, equação esta já obtida na Seção 1. 
(Veja no Apêndice 3 como se chega a (3) sem utilizar a palavra razoável.) 


«et 
EXEMPLO 5. (Interpretação para o divergente.) Seja F um campo vetorial de classe € 
num aberto O C IR? e seja PE 1. Seja BC () um compacto ao qual o teorema da dive 
amd, 


gência se aplica, com P E B. Seja o a fronteira de B, com normal n apontando para foras 
B. Pelo teorema da divergência, 


-, a! 
JI), div F dx dy de= [[ F-nds. 
[0] 
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ra + a 
ndo F de classe E div F é contínua em (); assim, dado e > 0, existe ô > 0, tal que 


IX = Pil< 8 >ldiv F 00) = div RGE 


amo (vol B = volume de B) 


-— — 
div F (P)- vol B-— IRS F dx dy dz 








=|, É (2) as dy de 


y JJ, div F (X) dx dy de 


=), 


a todo B C O), com P E Be diâm B < 8. (Observação: diâm B = diâmetro de B = maior 
odas as distâncias entre dois pontos quaisquer de B.) Segue que 





=| [l,taiv É) = aiv É o ás a às < 





-— — 
div F(P) “av OO ddr de <evol 5 


— 
IRS F dx dy dz 


—S 
div F (P)-— 
vol B 


< € 


-— 
|] div F dx dy de 
vol B 


apre que P E Be diâm B < 6. Diremos, então, que tende a div 


(P), quando B se contrai a P. Como 


— > > 
JH), div Fax ay de= |) F:n ds 
o 


o 
fjrnas 
o 


* em P é um fluxo por unidade de volume em P. 
Se 5 tem diâmetro suficientemente pequeno 


— 
ta que tende a div F (P), quando B se contrai a P. Assim, a divergência 


5. 
div Fi Sa 
vol B 


> o - 
|] PF. n dg= div F(P)' vol B 
o 
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— 
isto é, se diâmetro de B for suficientemente pequeno e se P E B, então o fluxo de F at 
—s 


da fronteira o de B será aproximadamente div F (P) - vol(B), sendo a aproximação tm 
melhor quanto menor for o diâmetro de B. 


Exercícios 10.2 


—s 
1. Seja u um campo vetorial de classe C? num aberto Q C IRÍ e seja B C O um compac 
— 


qual o teorema da divergência se aplica. Seja o a fronteira de 5, com normal n apont 
para fora de B. Calcule 


> o 
[| rot u:n ds. 
o 


o - | 
2. Seja P ey D= 0 ++ 2) k eseja oa fronteira do cilindro W+y<4e0<zs 


+ 5 — — 
Calcule j F:n ds onde n é anormal exterior, isto é, n é a normal que aponta para 
o 


do cilindro. 


— o — -—s | 
3. Seja r =x i +y j +z k esejaB um compacto ao qual o teorema da divergência 


aplica. Prove 


vol B = — -J ds 


onde o é a fronteira de B com normal dal e n. 


-—+ 2 = 1 > 5) 2 
4. Sega F(xyp,)=x i tazj+ [eme ) k eseja oa superfíciex” +y 


-— 5 5 
= 1,7 = 0, sendo n a normal com componente z = 0. Calcule |). F:nds. 


(Sugestão. Aplique o teorema da divergência tomando para B o conjunto x + y + 2 S 
z > 0. Cuidado, o não é a fronteira de B. Veja o Exemplo 2 desta seção.) 


ema 
5. Seja v um campo vetorial de classe C! no aberto O = IRº — ((0, 0,0), (1,1, 1)jetal qu 
— 
= 0 em O. Sejam o e o, superfícies esféricas de centros (0, 0, 0) e (1, 1, 1), respecê 


a | | E am 
mente, e raios iguais a x com normais exteriores ny € n2 . Seja o3 uma superfície estêr 


——+ 
de centro na origem e raio 5, com normal exterior n3. Prove que 


>> 
Ip» v pa e JJ, V ven ds+ [f v:no ds. 
o, ri 
—. 


pa 
6. Seja v um campo vetorial de classe C! num aberto Q de IRº, com div v = 0 em O. Seja 
Q um compacto em forma de “tubo” (veja figura) ao qual o teorema da divergência se api. 
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— — 
Sejam o e 0, as secções transversais, com normais n; apontando para fora e mn, apontando 


Gm 
para dentro de B. Suponha que v seja tangente à superfície lateral do tubo. 


my 


0, 


“ 


a a Ss ua 
Prove: [| «m dS= [[ vm ds. 
o 04 


l 


Í = =) =» 
7. Calcule || un ds, sendo o a fronteira de B com normal exterior n, sendo 
o 


3 — — — 9 
)B=((xy, VER IiIO<yx<1l,0<ysxels;zs4eu=mwy i+tyzj+tz k 
co MP MD. ” = E 
DB=Ixy,D)EIR'Ix+H+y+z<lezzx+yjeu=-—2 à Ja) TRE 
E E — 2 
9B=(Kgy)ElRIC+y+7<I)e u=xi+y]J +7 k. 
— — 3 
DB=(ky)ElRIC+y<LX+ty<i<s-r-y)e u=3% i-— Ed 
— — 
forzÃ: 


+ — 3 3> 
e)Béoparalelepípedo 0 =x <= 1,0<y<le0O<z<sleu=x i+ty j+zk 


— 
3. Seja o o gráfico de f(x, y) = a y, sea y < 1,eseja n a normal a o com componente 


— 5) sex AE: Ed +. > 
“2<0.SejaF(xyD)=2yi-x j + k Calcule || F-nds. 
o 


-—» 
9. Seja 9) um aberto de IRÊ e seja u um campo vetorial de classe Clem 0. Suponha que 


“o “> 
If we SO 
o 


—+ — 
para toda superfície esférica o, com normal exterior n, contida em £). Prove, então, que u é 


aid, 
solenoidal, isto é, div u = Oem 0. 
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— — — — - 
I0. Sejam r =x i +y j +z k er=Ilrll. Seja o uma superfície esférica, com norms 
5 


ua TR nr 
terior n. Calcule II] —— ds. 
o Fr 3 


11. Sejjamf g: MC IRÊ — IR de classe C? no aberto 9). Seja B C £) uma esfera e seja o 


a 4 
teira de B, com normal exterior n. Prove 


of E. do de J, V2 pd dy dá 


b) II) prE. qo HI [f V2g+Vf- Vgldx dy dz. (Veja Exercício 9c da Seção 
o Pi B 


c) II) 1 as= [ff [fV2f+IV FIZ] dx dy de. 
» dn 
12. a) Sejam u e v dois campos vetoriais de classe C' em IR”; seja B uma esfera com fra 


E: — — — as = 
o e normal exterior n . Suponha querot u =rot v ediv u =div v. Suponha, 


320 +00 — —s 
que u:n=v:nsobreo.Proveque u = v emB. 


— — 
(Sugestão. Observe que existe f : IRê —> IRtal que Vf= u — v eutilize o item 
exercício anterior.) 


—& 

b) Utilizando a, prove que EE no máximo um campo vetorial u ssa as € 
— cá +00 3 

ções rot u = ug emIR?, dir é u=fgemBeu:n =gysobreo, gro u: IR 


fo:B> IRegg:Im o — IR são dados. 


10.3. TEOREMA DA DIVERGÊNCIA: CONTINUAÇÃO 


O objetivo desta seção é verificar o teorema da divergência para alguns conjuni 
Faremos isto através de exemplos. k 


EXEMPLO 1. (Teorema da divergência para a ) ms B o paralelepi 


a Sed MESy<Sbeas<zs ba. Seja F = Pi + O Í +R k um campo vet 


de classe C! num aberto contendo B e seja o a fronteira de B, com normal n apont 
para fora de B. Então 


Ir o mio ff div 7 ax ay a 


Solução 
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x = Xx= U 


GI: P=v É ga y=P (u, v) E K,, 
z= b e (Is 


K, éoretânguloa, =x<=b,,a, <y<S by. Temos: 


o a — <> 
|] F-ny ds = |[ F uv, bs): k du dv = | É iu v bi) dedo 
o K, K, 


= di ig 
|] É cmo as = |) F (u,v,02)(—k) dudy = |j —R(ii, v, 0) du do. 
O K, K, 
Jtro lado, 


[: 9R 


E dx dy de = | | 
K, a; OZ 


> 9R 
Jj F mas+][ Fem as= [|] CR dedy de. 
o» B dz 


sdendo-se de forma análoga com as outras faces, conclui-se que 


= =5 
|] Fen ds= JJ), ais F dedyde 
o 


== | dx dy = Jur (x, y. b3) — R(x, y. a3)] dx dy. 
1 
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O próximo exemplo mostra que o teorema da divergência verifica-se para todo com 
to B que pode ser decomposto em um número finito de paralelepípedos. 


EXEMPLO 2. Sejam os paralelepípedos 


Bj=(xy)EIRIa<i<b,o<y<b,a<:<b) 


B,=((gy,)EIRIa<x<b,b<y<B,a<z:<pB) 
—s 
onde B; <b,.SejaB =B,U B, e seja o a fronteira de B, com normal n apontando: 


Rs as .— > 
foradeB.Seja F =P i +Q j +R k umcampo vetorial de classe C! num aberto conte 
B. Mostre que 


Jf,F en as= [ff aiv E ax ay ae 
Solução 


— > 
Seja 0 a fronteira de B,, com normal n; apontando para fora de B,. Pelo teore 
divergência para paralelepípedos, tem-se: 


Jl, Fm as= [ff div? as ay az 


os 
Seja 07 a fronteira de B,, com normal n; apontando para fora de B,. Tem-se: 


> > 
] Fm as = |) div F ds dy de 


E) 





E — uu ua um 


— — — uu um um q us um um ua da q — uu uu — — — uu us uu uu um — — o —— a o 
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msideremos a face hachurada HIJL. Como 


a A > o o 
| E == as + || F-n dS=0 (Por quê?) 
HIJL HIJL 
> > 55 > 
|] Fnds= || F-m ds+ |[ Pro dt 
o Fon o» 
5. — 
| F:n ds = |]) div F dx dy dz 
o 


> pois n 
11), div 7º ax ay ae = )), div 1 dx ay de + IRS F dx dy de 
| 


EMPLO 3. (Teorema da divergência para tetraedro.) Seja B o tetraedro ax + by ER CT < 
E=>0,y=0ez= 0,ondea, b, c e d são reais estritamente positivos dados. Seja F =P 





— =: 
0 ;+R k de classe C! num aberto contendo B. Então 
> o E 
| Pen ds = [JJ div F dx dy d: 
o 


—. 
e o é a fronteira de B, com normal n apontando para fora de B. 
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— 
Sejam 04, 09, 03 € Oy as faces OMN, ONJ, OMJ e MNJ, respectivamente. Sejam ny; . 
> 


n3 € n4 as normais às faces acima. Temos: 


3 = — 
ec o RO aá Vo aitbj+ck 
mn =—kn=-i, BS CJeémMmS —c— iam. 

Va2+b2 +02 

Temos, também: 
Xx=u 


OjIAY=V (u, )VEK,, 


z=0 
x=0 
O) :4Y=U (u, v) E K,, 
Z=v 
Xx=u 


03 : y=0 (u, v) E Kjs, 


oq: (u, v) E K| 


E QUA 
c 


onde K,, K, e K; são, respectivamente, os triângulos OMN, ONJ e OMJ. Para a face 
podemos, também, considerar as parametrizações 





Xx=u 
l 
os: »=5 td—au—cv) (u, v) E K; 
do 
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RR q, 
a 


| à mos (u, v) € Ka. 





ja Exercício 14 da Seção 10.1.) 


Tr BS: 
Jf dio fe o .n ds + [foi DL dSA jin as. 
mos mostrar que 


[pro add Ji), — dx dy dz. 


Cota OR 


aj dy = 
0 dz 


(1, Eararae= [1] 
IJ 


l 


RG y = (d = ax — by)- R(x, ). 0) | de dy 


“outro lado, 





| po a die ro Eds» IRES ma dS= 
= e R (u, v, 0) du dv + Ia R (u, v, - (d — au — bv)) du dv. 


(D) e (2) resulta (1). Deixamos a seu cargo verificar que 


[jo pe ds J)), a dx dy dz 


" 
e 
=—o 
ret 
mea ) 
=, 
a 
Á 
. 


E 
u. 


E 
AS 


Pi)-nds O uayd As 
e bes] as Ss 


BIBLIOTECA 


“Eme 9 


2) 


es 
te 
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(Sugestão. Em (4) trabalhe com a parametrização os e em (5) com o.) 


De (7), (4) e (5) resulta o que queríamos provar. 









Fica a seu cargo pensar na demonstração do teorema da divergência para o caso e 
5 pode ser decomposto, por meio de secções planas, em um número finito de parale 
dos e tetraedros. (Você pode admitir o teorema da divergência para um tetraedro qualos 
Nosso objetivo, a seguir, é destacar uma classe bastante ampla de compactos B pa 
quais o teorema da divergência se verifica. 
Sejam 


z =7 (7), 7) EM, 


y=2(%. 2), (x, 2) E O,, 


x=h(y, 2), 0. 2) E MD, 


funções de classe C! nos abertos O, My e O. Consideremos as parametrizações dos & 
cos das funções acima: 


Xx=u 

(1) y=v (u, v) E Q,, 
z=Jf(u,v) 
X=u 


(IT) y=2 (u, v) (u, v) = O, 


* eme, 
x=h(u,v) 

(ID !y=u (u, v) E O. 
CV 


Seja B C IRé um conjunto compacto. Dizemos que B é um compacto de Gauss se 
fronteira puder ser decomposta em duas partes Fy e F, satisfazendo as seguintes conc 


(1) Fy é um conjunto fechado contido na reunião de um número finito de image 
curvas de classe C! definidas em intervalos la, b]; 


(1) para cada ponto X E F, existe uma bola aberta V de centro X tal que a intersecção 


V admite uma parametrização de um dos tipos (1), (II) ou (II); além disso, == 
parametrização for, por exemplo, do tipo (1) deveremos ter: | 
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“nara todo (x, y, Z) E B Vert 














“para todo (x, y, Z) E B Veto) - 


sta última condição significa que B N V está de um mesmo lado de F 4 NV. (Lembre- 


de que B indica o conjunto dos pontos interiores de B.) 


ode ser provado (veja referência bibliográfica [15]) que o teorema da divergência se 
fica para todo compacto de Gauss. 

yr exemplo, todo tetraedro B é um compacto de Gauss. Neste caso, Pg é à reunião das 
tas e F, a reunião das faces menos Fg. Cada “pedacinho de É, admite uma 
metrização de um dos tipos (1), (II) ou (HI). A condição de estar de um mesmo lado fica 
“Cargo verificar. 

Jones, esferas, cilindros, pirâmides são outros exemplos de compactos de Gauss. (Ven- 


>.) 


ds * . 
OO O O do 





II 


TEOREMA DE STOKES 
NO ESPAÇO 





11.1. TEOREMA DE STOKES NO ESPAÇO 


Seja o: K — IR? uma po 


rção de superfície regular: isto significa que K é um cc 
com fronteira C' por partes, 


O É injetora e de classe C' em K e, para todo (u, ) E E 

—> 

E A qu v) * 0. 
du dv 


(Dizer que K é um compacto com fronteira C! por partes significa que o interior & 


vazio e que a sua fronteira é imagem de uma curva simples, fechada e C por pa 


— 





Seja 7 : [a, b] — IR? uma curva simples, fechada, C! por partes, 


cuja imagem é = 
teira de K. Consideremos, agora, a curva T : [a, b] — IR? dada por 


P(0)=oc(y(D.tE la, b]. 


Como o é injetora e de classe C'!, resulta que é, também, fechada, simples e C! 
Dizemos que T é uma curva fronteira de o. Se y estiver orientada no sentido ant 
do do 
Eid id 


por 


i-hor 





—S 
se n for a normal MO 
do do 
e A SO 
du dv 


, então referir-nos-emos a T como curva fronteira 














ad, 
orientada positivamente em relação a n. 
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P(O)=o(y(1)) 





E PLO 1. Seja o dada porx=u,y=vz=f(uv),(uvVWEK, com fde classe E num 
to contendo K. Tem-se 


a SB 
Lo Jo ok 
of —s 5 Ss 
do do |] O djs ML Tati 
ou dv ” u v 
o 1 9f 
dv 
do p do 
im, anormal n = JU. dv aponta para cima 
| do p do | 
du dv 
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2/3 
€OD 
o 


EXEMPLO 2. Seja o dada por x = cos u,y = senu ez — v,0O<us 





Temos 
—» -— 
2 da dO -cosui +senuj (verifique). 
du dv 
Segue que 
do do 
a; Ma 
Po du dv — Ei E 
n = = cosui +senu gy 
do p dO 
du dv 

















= uy 


E (1) = 


o(06,1-—t), 0O<t=<l, 


onde 


3 E 


o (t, 0) = (cos t, sen £, 0), 0 = t=S 


> 


o (5.1) =(0, 19,0 =1=1; 
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o(Z-11)=Gentcoss D,0<t= ci 


o(06,1-)9=(1,0,1-19),0<t=<1. 


Teorema de Stokes. Seja o: K — IRº uma porção de superfície regular dada por 
O (u, v) = (x(u, v),y(u, v).z(u, v)ondex=x(u v),y=y(u v)ez=z(u, v) são 






2 ' mem) ends 3) e. 
supostas de classe C“ num aberto contendo K. Seja F =Pi +Q J +TRk um 
campo vetorial de classe C! num aberto que contém Im o. Nestas condições, tem-se 







- > 5 
).F car=[[ (rot F)- n ds 
r o 





onde 1 é uma curva fronteira de o orientada positivamente em relação à normal 






monstração 





eo 
Como [ é uma curva fronteira de o orientada positivamente em relação à normal n acima, 
gue que T' (1) = o(y(t)), t E [a, b], onde y é fechada, simples, C! por partes, com imagem 
jal à fronteira de K e orientada no sentido anti-horário. Sendo o dada por x = x (u, v), J= 
, v)ez=(uv)ey(t = (u(t),v(t)) resulta 


DO) = (e (u(o,v (O, y (u (8), v (0), z(u (tb), v (1). t E Ta, b). 


nos: 


E ias pe (Jo p do ” 
| |), qro E) dire prot FÉ (o (uv) as PA ) au E 


[| 0 0 0 do or 
Ki dy Oz dz Ox” dx dy 
(Sea ô (2, 2) TED |quáy = 


o (uv) ó(uv) 9(u,v) 


= [Í OR dz) OR dv) | + 
Ki dy d(u,v) Ox du, v) 


+ |j CM E DA dos 
K | dx dl(u,v) dz ó(u,v) 


+f 9P d(zx) OP 9 (x,)) si 
K 





dz I(u,v) dy I(u,v) 


. e ' .s ” es + as. o - 
der i as tráges 
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onde as derivadas parciais são calculadas no ponto o (u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, 
determinantes jacobianos no ponto (u, v). Por outro lado, 


>. Ss 
E Pd = [Pd+Qdy+R de 


Vamos mostrar que 


O Pp ax= [f (e PD SS a 
F Ki dz ô(u, v) dy O (u, v) 
Temos: 
b dx 
| P dx = [ P(o(u(t,v (o) La 
F a dt 
Como 
dt du dt odv dt 
resulta 


= Ox dx 
I. P dy = [. P(o (u Da + P (o (uv) E ay 


Pelo teorema de Green, 


“tt [o dx) à dx 
(2) JP ax =[[. E (Piu) E (Pc qu» de) da 


Temos 





du Sv Ox du dy du dz du | gv ou 


dv ou dx dv dy dv dz dv | gu ov 


Como x = x (u, v), )Y=y(u v)ez=z(u,v) são supostas de classe Er, vem: 


ml oum)- Dou) - 2 SG - + 208 
du ov dv du dz d(u,v) dy O(u wa 
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stituindo em (2), resulta (1). De modo análogo, prova-se que 


E" 00 900,7) 90 9), 2) 
24 ), ox (uv) dz TOS | ud 


[o 4 de= [] dB DA ARES | dy 
T Kloy ó(uv) ox à (uv) 


ando (1), (3) e (4) resulta o teorema. 


5. 
Juando T é uma curva fechada é comum referir-se à integral ). F-dr comoacircu- 
—> — 
o de F sobreT. O teorema de Stokes conta-nos, então, que a circulação de F sobre 
—Ss 
onteira de o, orientada positivamente com relação à normal n é igual ao fluxo do ro- 


—Ss 
onal de F através de 0. 


LP.dr=ShrtF-mas 





1 > — — > 
embrando as notações n dS=dS eVA F =rot F,o teorema de Stokes pode ser 
cado na forma 


fl, vnTas=[ Rar 


| A mÊ id — mn 
EMPLO 1. Calcule || rot F-n dSonde F xgy,D)=y i +(x+y) k,o(u v)= 
A o 


—s 
w2-u — v3), com u2 + v” < 1, sendo n a normal apontando para cima. 


DR ses ms » 8 88 uso ot senao — 
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Solução 


1.º Processo (cálculo direto) 


20 - 
Lol 
—-s E 
rgtF=|2 2 2Ml=i-j-tk. 
dx dy dz 
y O x+y 
Por outro lado, 
325 SS 
LJ k 
do do = so 
ço N, amais — =Qui+2v; + k 
au av 1 OQ Zu J 
O 1 -—2v 
e, assim, 
A do p Po 
E du dv 
do do 
SE] 
ou ov 


—>» 
é a normal apontando para cima, pois a componente de k é positiva. Então, 


fr? -ras= [pe -7 (Ad) aus =[f ou an du 


du dv 


onde K é o círculo u” + v? < 1. Passando para polares, 


—,  —s 27 pl 
|| rot É nas = J, (2p cos 8 — 2p sen 6 — 1) p do do = 
o 


2 
=[. [É cos 6 - É sen 6-5 | do 
0 3 3 2 


ou seja, 


= E 
II] rot F:n dS=-—T. 
o 
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Processo (aplicando Stokes) 
Pelo teorema de Stokes, 


= o. 
|| acÊegndiel Pad. 
o T 





T (ft) =o (cos t, sen t) = (cos t, sent, 1), t E [0, 277). 


27 — — é E: 27 > 
=|, [senti + (cost +sen1) E] -[-senti+costj]dr =| —sen” t dt. 


27 27 (1 1 
| sen? dr =—) [E-S 08% |dt=—7 
0) O 2 2 


nado vd 
|) rot F-n dS=-—T. 
o 


— — — -— 
XE, PLO 2. Calcule o fluxo dorotacionalde F (gy )D=xi +yj +xzk através da 


—+ 
pe íciez=1+x+yxz0,y=0ex+y< 1,com normal n apontando para baixo. 


ção 


4 =V uz0,v=z0 e utv<l 
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é uma parametrização para a superfície dada. 

















> 5 5 
Lo j k 
do , do a de DR: 
— A—= e = di ap 
du dv | 01 é 
O 1 1 
assim, 
do p do 
n1 cs OM ov 
do p do 
du dv 
. “ Es u. o lá ea 
aponta para cima, pois a componente de k é positiva. Segue que n = — nj; logo, 


> > > 5 
|| rot FP n ds =—[[ rot F-n ds. 
o o 


>. Ss 
Vamos calcular | ] rot É - ny do aplicando Stokes. 
o 






— 
— 
— 
ua 
— 8 
-— 
— 


e 
E 
— 
—- 
— 
- 
— 
me. 
-— 
e 


nO=60,0<i<i;pO=-,),0<i<Len(D=(0,1-),0<1=< 
Segue que 


EO=oc(y(M=(,0,1 tds pe: 
DbO=o(p0M)=1-t12),0<t=< 
DbO=oc(pn(MD=(0,1-,2-9,0<1<1 
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> 0 159 5/5 1 
Fedr=[ Pit k)dr= 5; 


> 1 
Pads [ra-ote+na-dE AO) 0: 


) 


Portanto, 


>0s 1 
Fdr= =[ 01-05. (0,1 -Wdt=—— 


3 











> Ss > Ss 
|] rot É -m ds = | F-dr =0 
| o r 

e daí 


> = 
|] rot F-nds=0. 
o 


Poderíamos ter chegado a este resultado calculando diretamente a Integral Í P rot F - n do. 
Faça você este cálculo. 


—Ss 
EXEMPLO 3. meme para o rotacional.) Seja F de classe C! no aberto O de IRê 


£ sejam P um ponto de pi É E um vetor unitário. Ba agora, « um plano passando por P e 


— -+ 
normal a n. Sendo F de classe C! resulta que rot P » n é contínua em a N 0. Assim, 
dado e > O existe ô > O tal que, para todo X E « N O, 


* da PIi<ôslrot F (O: É tr EMO: a Pré 


“Para toda porção de superfície regular o, passando por P, e com imagem contida em a temos: 


— —+ > — 
1 rot F(X):n dS—rot F(P)-n áreao|= 
o 





=|], rot É (1): ds = Jf rot É (Pon ds |= 
- tro FO)-rot PF (P)]-n ds = 


e | 


- desde que o diâmetro de o seja menor que ô. Segue que 


= 
|) rot Fr as 
tio“ AP 


área o 


— > > 
lrot F(X) — rot F(P)]- n|ldS<cáreao 








— — 
o tee nim 


. Saes 
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> 
[rot F-nas 


sempre que P E Im o e diâm o < 6. Diremos, então, que tende a rot 


área o 
(O : É quando o se contrai a P. Como 


do sd o» 
|] rot F-ndS=| F-dr 
o T 


—> ) 
onde [” é uma curva fronteira de o orientada positivamente com relação a n , resulta q 


— — 
[Far 
1 
área o 


— = 
tende arot F (P)- n quando o se contrai a P. Assim, para diâmetro de o suficienteme 
pequeno 


— — 
| E «dr 
= SE 
área o 
á = ; E o. 
ou seja: a circulação de F sobre T é aproximadamente o produto da área de o pela a 
-— 


—S 
ponente do rotacional de F em, na direção n ,sendoa aproximação tanto melhor « 


— — 
menor for o diâmetro de o. A componente de rot F (P), na direção n, pode, entã 
interpretada como circulação por unidade de área no ponto P. 
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xercícios 11.1 


—s 
|. Utilizando o teorema de Stokes, transforme a integral | |, rot F -n dS muma integral de linha e 
| calcule. 


2 


-+ — | O, > — 
a F(xy)=y k,o(uvy)=(uvul+v),comu + ví < |, sendo n a normal apontando 


para cima. 


| — — 2 — > 

bD Fey )=yi—-xX j+5k,o(uvy=(uvl-u)comuz0,v=z0eu+v<1, 
— 

sendo n a normal apontando para cima. 


— o my mÃ - 

co) Fxyr)=yi +txX j+zk,o(uv)=(uv2u+v+1)comuz0ecu+v=<2 sendo 
o => 
n a normal apontando para baixo. 
== E o: Rj si Dad E 
d) FXeyod)=yi+tx j+zk,oasuperfiíciex +y =1,0<z<ley=0sendo n 
a normal com componente y = 0. 


— = — 
“e F(xyz=x j,oasuperfície ((x, y, 7) E IRÊIO < z<& 1, x +y =1,x=0ey=0)en 
a normal com componente x positiva. 

= = > re À so E 

DP F(xyz=yi,ocasuperfíciez=x+y comz<1,e n anormal com componente z 
positiva. | 


pers = .2,9,3 dx ad E: 
89 F(xy)=y i,oasuperficiex +y +77 =2,x+y <1lezx=0,sendo n anormal 
| p y 
apontando para cima. 


— A E: E a di aê fo Duda À 3 
Eh) FOoypd=-yi+xj+x k,casuperficiex +y +7=4,V2<7< VN) eyz 


—s 
O, sendo n a normal apontando para cima. 


—- - — 


e: E E E; 
à FED) Er Ito kcasupeticex + de E = 2,7 => 1,sendo n 


a normal que aponta para cima. 


Ss — — — 2 yZ — 
D) FMxy,D)=y ii txj +xz k,casuperficiez=x+y+2ex + >< 1,sendo n 
4 


a normal que aponta para baixo. 


o fai . - . - 
2. Seja F um campo vetorial de classe C! no aberto O. Sejam 0 € q porções de superfícies regu- 
— — 
* lares com fronteiras [', e [> orientadas positivamente com relação às normais n; e n> e tais que 
| 


- Imo,e Im, estejam contidas em (). Suponha, ainda, que TI", é obtida de 1, por uma mudança de 
parâmetros que conserva a orientação (veja Seção 6.3). Prove 


> 5 
|) rot F-n, dS = If, ro a ds. 
o, 


Interprete. 





3. Seja o: K — IRº regular no interior de K e injetora em K; suponha que as componentes de 
“ ox=x(u,v),y=y(uv)ez=z(u, v), sejam de classe € 2 num aberto contendo K. Suponha que 
K tenha a forma abaixo, onde y : [aj, bj] — IRº 
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ul xp 
Ur 


ey: las, dy] — IRº são curvas simples, fechadas, C * por partes, sendo y, orientada no sesm 






anti-horário e y no sentido horário e tais que a fronteira de K é igual a Im y, U Im 95. 
T, ()=oc(y (D).te lap by), el, (0) = om (1), t E las, Do). 


A 


— A — - ] 
Seja F=Pi+Qj +R k declasseC num aberto contendo Im o e seja 






do do 


—> 
n = du dv Prove que 


[Ena 
du dv 





5 — — —s — 
Íj rot F:n dS = p-dr+] F Edy. 
o [e r, 


— — 


a ES e pq as Ds da 
A. Sea Pityro)= E tz) Tr k eseja o a superfície x” + y + 7º = 4, com 


—s 
z < «/3, com normal n apontando para cima. Utilizando o exercício anterior, €: 
> o 
| rot F-n ds. 
o 


= — | 
S.Seja F (%,y DU) = W ke seja o a superfície z = y + 4 com 1 < * + y < 4, com norma 


5 o 
apontando para baixo. Calcule |] rot F:n ds. 
o 











| 
cecal 
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? os SE E: E: Es | 3 
6.SejaF=Pi+Qj+R k declasseC no aberto IR — ((0,0, 0)+. Seja o a fronteira do 
conjunto 

k=(gydelRiZ+y-I<:<i-2-y) 


é =, —+ 
com normal n apontando para fora de K. Mostre que |) rot F-n dS=0. 
o 


(Cuidado. O teorema da divergência não se aplica.) 


4 — 
. Seja o a superfície ((x, y, 2) E RE + y = 1,0<z<l)eseja F um campo vetonal de 
classe C” num aberto contendo o. Justifique a afirmação 


> 5 — —- — — 
|] rot Fm ds= | F-dr+) F -dr. 
oi IR Lo 


—) 
onde T, (t) = (cost, sen 1,0), 0< 1 <= 27, Ir, (t) = (cost, — sent, 1), 0<1<27,e n anormal 


apontando para fora do cilindro. 





e. aa cs 


(Sugestão. Aplique o teorema de Stokes às porções de superfícies regulares o (u, v) = (cos u, 





senu,v,0O<u<mO<v<l,eo(uv)=(cosu,senu, vV,Tr<u<s2m,)<v<l) 


2 a 
3. Seja o a superfície ((x, , 2) E IRÊ é + y a ” = Re z=0)(R>0)eseja F um campo 
vetorial de classe C! num aberto contendo o. Justifique a afirmação 


=> = E 
|] rot Fen ds=) f Cibt 
o r 
2 


—s 
onde T (1) = (R cost, Rsent,0),0<t= 27,e n anormal apontando para fora da esfera x” + 
y + 7 = Rê 


| sugestão. Aplique o teorema de Stokes às porções de superfícies regulares 


o (uv=(uvR?-—u —v pu rvi<"(O<r<R); 
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To 
o» (y, 0) = (Rsenqcos 0, Rsenpsend,Rcosç),0<0< meg sp 24 


r 
onde vg = arc sen n' 












q 
oa (y, 0) = (R sen q cos 6, R sen q sen O, Rcosp), T<<iTepyçS PS aa 


> A — — A UN | 
9. Calcule |] rot F:-n dS,onde F (xy D)=—y i +xj +e tY*% k, casuperio 
o 
EA, A ei | 
X+y +27 =1,2=0,e n anormal apontando para fora da esfera. 
(Sugestão. Utilize o Exercício 8.) 


> - l - —s 2 
10. Calcule |] rot F:n dS, onde F (xys,D)D= "24.2 2 (vi +txj +z RIA 
o LE FE VS q 


— 


2 = le n anormal apontando para fora da esfera. 


superfície É + y +z 


(Cuidado. O teorema da divergência não se aplica. Por quê? Aplique o teorema de Stokes 
cada semi-superfície esférica e some.) 


11. Calcule Jl, rot F- dS, onde o é a reunião das faces MNJ, OMN e ONJ do tetras 


— — 
abaixo, n a normal apontando para fora do tetraedro e F Zr»D=— Pi +txj+txz k. 





MNJ éasuperfíciex + y +z=1,x=0,y=0€ez=0. 





5 3 
(Sugestão. Aplique o teorema de Stokes a cada face e conclua que [] rot Fen ds 
o 


>. Ss 
| a F-dr ondeT é a fronteira do triângulo OMJ orientada no sentido anti-horário.) 
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2. O teorema de Stokes estende-se à faixa de Môbius? Discuta. 


3. Seja F um mer de classe Cl num aberto contendo a fronteira do cubo 0 < + < 1,0<y<1 

— 
e0O<z=<l.Seja E: a normal apontando para fora do cubo. Mostre que J/ rot F -n dS=0. 
(Sugestão. Aplique o teorema de Stokes a cada face e some.) 


- Seja r > 0 um real dado e considere a superfície 


o(y, 0) = (rsen cos 9,rsen psen O, rcos q) 


com («, 9) E K, onde K é o retângulo O < q < > e0< 0 = 27, no plano g8. (Observe que a 


imagem de o é a semi-superfície esférica 


P+y+Z=",:>0) 


Seja % a fronteira de K orientada no sentido anti-horário. Seja I', dada por 


F(O)=o(y(). 


a) Desenhe a imagem de T 1 


E 


b) Mostre que [. F Ed r r=[.F F - d r, onde F é de classe C! num aberto contendo a imagem 


deceT a Sirva dada por I (1) = (cos t, sen ,0),0<1<27. 
c) Utilizando o teorema de Stokes conclua que 


—S 
IN a a di= kr Fidr 
—Ss 


onde n é a normal que aponta para fora da esfera. 


(Sugestão. Observe que na demonstração do teorema de Stokes não se utiliza a hipótese de o 
ser injetora na fronteira de K. ) 


d) Utilizando b e c, conclua que 


—s 
IN Er Rr jr e 








Apêndice 
I 


TEOREMA DE FUBINI 





A1.1. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR 


Sejam o retângulo 4 = ((x, ) E IRla<x<b,c<y<d)esejaf(x y) definida 
limitada em A. Seja 


P = (Ox, 4) E 01,2, cane 0,12 cad) 
uma partição do retângulo A. Façamos 


M; = sup (x, y) (x,y) E A) 


Mi = Inf (f(x, y) (x, y) E Aj) 


onde A; é oretângulo x, |, <x = X%eY-1S)S); 
O número 


n m 
S(P=L L MjhxAy 
i=1 j=1 


denomina-se soma superior de frelativa à partição P. Por outro lado 


9 


n m 
i=1 j=1 





denomina-se soma inferior de f relativa à partição P. 
Tendo em vista que, para todo (r;, Ss) EA, 


Mi Ss f(r, Sj) SM; 
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P<) DfnspAnAy<se. 


i=1 j=1 










"* Como M;; é o supremo do conjunto dos números f (x, y), com (x, y) E Ajp resulta que, 
para todo e, > O dado, existe (1;, s ;) em Ai; tal que 


para i = 1,2,...,nej=1,2,...,m. Portanto, 


m n m 
2 Mix; Ay » + CG S;) Ax; Ay; < ey (b — a) (d — 0). 
= t=1 j= 


Observe que 3 s ey Àx; Ay; = e; (b — a) (d — c), onde (b — a) (d— cjéa área do 
i=1lj=1 

E ângulo A) 

* Nosso objetivo, a seguir, é provar que se f(x, y) for integrável no retângulo A, então 


| f(x, y) dx dy = Fe z x M;; Ax; Ay;. 
A A50;=1j=1 


1 embre-se de que À é o maior dos números Ax, Axo, ..., ÀX,, Ayy, Aya, ---, ÀY a) 
* De fato, sendo f(x, y) integrável no retângulo 4, dado e > O existe ô > O (com ô depen- 
jendo apenas de e e não da escolha de (r;, s;) em A;;) tal que 


n m 


E E fls; dx; Ay; D),tis ») dx ay < 


i=1lj= 


E 
2 








pa a toda partição P de 4, com À < 6. 
- Tendo em vista (1), para toda partição P de A, tem-se 


0=S(P)- É 5) ÍCi, Sj) dx; Ay <> 
i=l j=1 


para uma conveniente escolha de (r;, s;) em A; Segue de (2) e (3) que, para toda partição P 
je 4, com À < 6, 


Dari A e ia ço 








268 Um Curso de Cálculo — Vol. HI 










Bs Z M,; To todas < 


| SPD- 2 X 1G,5) 4x Ay, 
= j= y 








n m 


À, A, 159) dx Ay; — ff f0x, 9) dx dy] < 


i=1; 





4 é 
=+— =€. 
: 





Portanto, 


lim ) z Mi dx; Ay; = 1165» ara 


A50i;=];= 


Da mesma forma, prova-se que 


li ; À = , dy. 
mg ds ” ta sa 


A1.2. TEOREMA DE FUBINI 










Teorema de Fubini. Se f(x, y) for integrável no retângulo 4 = ((x, )EIRta< 


XSbc<y<dyese, para todo y E [c, d), 
Riemann), então 





b 
j SÍ (x, y) dx existir (como integral de 
q É 









JJ, f (as 9) ds dy = [É Dtisva]a 


Demonstração 
Sejam 
Pjia=x9<x; SAD qu CS tm ed 
uma partição Ea la, b] e 
RCC MSNCHS CH <p cy =d 
uma partição de [c, d]. Sejam 


M;,; = sup UG, 9) x; | Eta 2$/ 200 Ta 


NÃO Ny jsrsmey. Sy<y;). 


Para todo (x, y) no retângulo A jj dado por x; 1 “xs ze W-1E)S jo 


Mi; SÍ(x, )) < Mj. 
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Daí, para todo y E D; cs da Yjl» 


x; 
mi; Àx; Jose y) dx < M; Ax;. 


Segue que 


n b n 
L mjAu<) flyds E Mj dx; 
[ a [= 


L=1 


ou seja, 


n n 
Z mjAg<a(W)S L Mi Mi 
i=1 


i=1 


2... m, vem 


n n 
Er L= 


Rn m m A n m 
E mi Ax; Ay; S 2 a(Y) AS LD DL Mjdxdy;. 
i=1 j=1 j=1 j=1 j=1 


Para A — 0, as somas superior e inferior tendem para j), f(x,)) dx dy; 


“grável em [c, dje 
d 
[aa] funda 


ou seja, 


f (x,7) dx dy = : “E (9) d dy. m 
À c a 


No próximo apêndice prov 
integrável neste retângulo. Utilizando este resultado e 
demonstração bastante simples para o teorema de Schwarz (ver Vol. 2). 

Vamos provar que se f (x, y) for de classe C? no aberto O), então 








Suponhamos, por absurdo, que exista (xo: 20) E 42, com 





b 
para todo y E [y; — 1- Yj). onde a (y) = | f (x, y) dx. Tomando-se y; em [y; — 1:91) = l, 
a 


logo. a (y) é inte- 


aremos que se f(x, y) for contínua no retângulo A, então f será 
o teorema de Fubini, vamos dar uma 


E o E De: 
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of 
9xôy 


ro 


(Xx9» Y0) É + o Y0)- 






Para fixar o raciocínio, podemos supor 








02 f 02 f 

—— (xp, e Xo, >), 

299 (X9» 0) 29x 00) 
o2f GF 





Pela hipótese, 





é contínua em (). Pelo teorema da conservação do sim: 
0xóy — dyôx A 
pelo fato de “) ser aberto, existe um retângulo A = ((x, y) E IR'la<x<b,c<y=sS 


contido em ) e contendo (xp, Yq) tal que, para todo (x, y) E 4, 











9? 9? 
/ o / (x, y) > 0. 
óxdy dyox 
Daí, 
2 
OD |] Cage AP À dx dy >0 
dxdy  dyd 


Pelo teorema de Fubini, 


92 f o d b q of of ne 
j), 3x0) dx dy = | 1 2(2 asa à fi í SL (Db, )) (a, DE 
=f(b, a —f(b, o) — fla, d+ fla, 0). 





Portanto, 


fp LLad=fod-160-fad+rao 
A dxdy 





De modo análogo, 


2 
NEL a a= [| 


e, portanto, 





na al) " IE s BL | 
, dt o | , óx Hey 6) Ox (x, c) [8 


 LLaa=60-fad-fho+rao. 
A dxdy 





Logo, 


2 2 
AC a 
Al dxdy - dyodx 


que está em contradição com (1). 
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EXISTÊNCIA DE INTEGRAL DUPLA 


A2.1. PRELIMINARES 


Seja X,, n = 1, uma segiiência de pontos do IRº. Sejam, n = 1, uma segiiência estrita- 
mente crescente de números naturais não-nulos: 


m<m<..<m*S.. 


A segiiência X,, n = 1, denomina-se subseqiuência da segiência X, dada. 

Seja K O IRZum conjunto compacto. Seja X,, n = 1, uma segiiência de pontos de K. Vamos 
mostrar, a seguir, que a sequência acima admite uma subsegiiência X,,.. n = 1. que converge 
a um ponto X E É. 

Como K é compacto, existe um retângulo À que contém K. Dividamos A em quatro re- 
tângulos. Em pelo menos um destes retângulos caem infinitos termos da segiiência X,. Seja 
Ay este retângulo e seja X, O termo de menor índice que pertence a A,. Dividamos A, em 


quatro retângulos iguais. Em pelo menos um destes retângulos caem infinitos termos da 
sequência; seja A, este retângulo. Seja m> O menor número natural do conjunto (n E IR in > 
myytalque X,, E Ao. Dividamos A, em quatro retângulos iguais. Em pelo menos um destes 
retângulos caem infinitos termos da segiiência; seja As este retângulo. Seja ms o menor natural 
do conjunto (n E IN In > mp) tal que X,, E A». Deixamos a seu cargo concluir que a 


subsegiiência construída desta forma converge a um ponto Xp E K. (Utilize a propriedade 
dos intervalos encaixantes — Seção 1.5, Vol. 1, 3º ed. — e observe que, pelo fato de K ser 
fechado, todo ponto de acumulação de K pertence à K.) 


Teorema. Seja K € IR? um conjunto compacto e seja f: K — IR uma função. Se 
ffor contínua em K, então, para todo e > O dado, existe ô > O tal que, quaisquer que 
sejam Xe Yemk, 


IX=-YI<SSIfFCO —fMI< e 
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Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que exista e > 0 tal que, para todo ô > 0, existem X e Yer 
tais que 


IX-YI<6 e IfGO-FWI>e 


Se assim for, para todo natural n = 1 existirão pontos X, e Y, em K tais que 


= ficção FX) -fW)I>e 
n 


Pelo que vimos acima, a segiiência X, admite uma subsegiiência X m,» N = 1, que conve 
a um ponto Xg E K. Como, para todo natural n > 1, 


Ee + Ta ft do 


Ma 


resulta que a segiiência F, ,n = 1, também converge a Xp. [Otserv que lim m, 
n> + 


l 
+o; logo, lim — = o, Pelo fato de f ser contínua, resulta 
n5+0 Mm, 


lim AX) — FW m,)| a 
n5 +% 
que está em contradição com 
H(Xm)— fOYm)l=e 
paran=1. m 


Para finalizar a seção, vamos destacar algumas propriedades das somas superior € inf 
ror. q 
Seja o retângulo A = ((x, ) E IRla<x< bc<=y<djesejaf(x, y) definida 


limitada em A. Sejam P, e P, duas partições quaisquer de A. Deixamos a seu cargo verific 
que 


(1) s(P)=<S(P,). 


(Proceda como na demonstração do corolário da Seção A4.2 — Apêndice Vol. 1, 3º ed 
Segue que o conjunto 


(2) (S (P) | Pé partição de A) 
é limitado inferiormente e como é não-vazio admite ínfimo L: 


L = inf (S(P)I|P é partição de A). 
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Ainda de (1) segue que, para toda partição P de 4, s (P) é cota inferior do conjunto (2). 
“0go, para toda partição P de 4, 


3, SP SLSSCh 


Para toda partição P de 4, temos, também, 


Rn m 
1= J= 


No que segue, indicaremos por d (P) a maior das diagonais dos retângulos A,, determi- 
ados pela partição P. (Observe que se d (P) — 0, então o maior dos lados dos retângulos 
também tenderá a zero.) 


* Segue de (3) e (4) que se 


lim I[S(P)-s(P)]-O 
d(P)50 


ntão f será integrável em 4 e 


J);s (x, y) dx dy = L. 


42.2. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA A EXISTÊNCIA DE 
INTEGRAL DUPLA 


Teorema 1. Seja f (x, y) definida e limitada no retângulo 


A=(xyjElRIa<x<bc<y<d). 


* Seja D o conjunto dos pontos de A em que f é descontínua. Nestas condições, se o 
conteúdo de D for nulo, então f será Integrável em 4. 





Demonstração 


Tendo em vista a última propriedade da seção anterior, basta provar que 


lim [S(P-s(P)]-0 
d(P)=5 0 


ju seja, que, para todo e > 0, existe ô > 0, tal que 
S(P) =s (P)< e 
para toda partição P de 4, com d (P) < 6. 


Seja, então, e > O um real dado. Como D tem conteúdo nulo, para todo e, => O dado, 
“existe um número finito de retângulos, com lados paralelos aos eixos coordenados, cuja 
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reunião contém D e tal 


que a soma das áreas é menor que €|. 
acima. 


Seja E a reunião dos retân gul 





€ 


Para cada retângulo acima, consideremos o retângulo obtido deste, aumentando cada! 
de 20; “5, de cada lado”: 


-,5, 
a 


Tomemos ô, de modo que a soma destes novos retângulos seja menor que 2e,. Seja E, am 
nião destes novos retângulos; a área de E | é, então, menor que 2€6,. E claro que DC E CG 
Seja B o conjunto de todos os pontos (x, EA, com (x, y) não-pertencente a E. Seja 
a reunião de B com os seus pontos de fronteira. B, é compacto. Os retângulos acima (ac 
les cuja reunião é É) podem ser escolhidos de modo que B, não contenha pontos de D. O 
rifique.) Deste modo, B1 é compacto e fé contínua em B,. Pelo teorema da seção antem 
para todo e, > 0 dado, existe ô> > O tal que, quaisquer que sejam X e Yem B,, 


D IX FI<S=>1f00-fWI<e 


Seja ô > 0, com 8 < min (ô4, 65). Seja P uma partição qualquer de 4, com d (P) < 
(Lembramos que d (P) é a maior das diagonais dos retângulos que a partição P determi: 
» 4» +=» mM, OS retângulos determinados pela partição P. Cos 

enores que ô, segue que os lados são menores que 4 


Deste modo, se A. intercepta E, então À ij estará contido em E. Se À ij Não intercepta 


: y 
estará contido em B,. 


Seja A a coleção dos pares de índices (i, j) tais que A, intercepta E e seja Ajaco 
dos pares de índices (1, j) que não pertencem a A. Temos: 


n m 
S(P)—- s(P) = 2z 2 (Mi; — mi) Ax; Ay, 
t=1 j= 


ou seja, 


O SP-sP= sz (Mj-mAxAy+ sz 
(jJEA, (i JE A 


Se (L)EA,, então A; estará contido em B 1 Como a diagonal de A ij é menor que 
portanto, menor que 6, resulta, tendo em vista (D, 


Mj— mj< e. 





a Ed 
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» (M.;—m:) Ax; Ay; <ae 
pr ii A A 


ide a é a área de 4. 
“Como, por hipótese, f é limitada em A4, existe M > 0 tal que, para todo (x, y) € A, 


Fe pIsM. 


gue que, para todo par (i, j), 


ide [5 é a soma das áreas dos retângulos A 
ntidos em E,; logo 8 < 2e,. Portanto, 


i» com (1, 7) EA. Mas estes retângulos estão 


2 (M;.— mi) Ax; Ay; < 4Me,. 
ijea ? Mo 


2 (2), (3) e (4) resulta 


S(P) — s(P) <ae, + 4Me,. 


a, agora, tomar €j e € de modo que «e, + 4Me, < e. nm 


| Seja B C IRZum conjunto limitado, com fronteira de conteúdo nulo. Seja A um retângu- 
de lados paralelos aos eixos contendo B. Sejam f: B—> IR e g: A — IR, sendo g dada por 


f(x, y)se (x, yjeB 


8» )) = | 
O se (x, y) É B. 
endo em vista a definição de integral dupla, f será integrável em B se e somente se g for 
tegrável em 4. (Verifique.) 
uponhamos que f seja limitada e contínua em B. Segue que g será limitada em A. Além 
SSO, g sÓ poderá ser descontínua em pontos que estejam na fronteira de B. De fato, se (x, 
E A não estiver na fronteira de B, (x, y) ou estará no interior de B ou no interior do com- 
ementar de B, em ambos os casos g será contínua em (x, y). Segue que o conjunto D dos 
ontos em que g é descontínua está contido na fronteira de B; logo, D tem conteúdo nulo. 
gue do teorema anterior, que g será integrável em A; logo, f será integrável em B. 
Provamos assim o seguinte teorema: 





Teorema 2. Seja B € IRéum conjunto limitado e seja f: B — IR uma função con- 
tínua e limitada. Nestas condições, se a fronteira de B tiver conteúdo nulo, então f será 
integrável em B. 
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Equação DA CONTINUIDADE. 


A3.1. PRELIMINARES 


Consideremos um escoamento bidimensional com campo de velocidade independe 
do tempo e dado por | 


dos 3) = PGE) É +00) j 


onde P e Q são supostas de classe e Indiquemos por 


X= x (tu, v) 
O 


vy=y(tu,v) 


a posição, no instante t, da partícula que no instante £y ocupa a posição (u, v), isto é, para 7 


Q) 


, (tgo,u, V)=U 


yY (to, u, V) =». 







s Ge(t,u,v),y (tu, v) 


instante £, 
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EFixados ue v, (1) fornece a posição, no instante t, da partícula que no instante ty Ocupa a 
Dsição (u, v). A velocidade desta partícula no instante t é 


G)=( E (uy, 2 É (1,9) | 


(&, =» (1,9) 


: Gu, v)=P(r(1u, v),y (6 u, v)) 


o) 

pe (t, U, v) vs Q (x (t, U, V), x (t, U, v)). 
)bserve que no instante ty tem-se: 

OX 

—— (to, u, v)= P (u, 

ap (Os to V) = P(u, v) 

oy 

—— (to, 4, v)= Q (u, v). 

ap (0 1 V) = O (t4, v) 


* Admitiremos que as air que ocorrem em (7) são de classe Cº em IR? e que, para 
todo t E IR e todo (u, v) E IRº, 


9x 9x 
du dv 
* 0. 
Oy 9y 
du dv 


Tendo em vista (2), resulta: 


ne (Co,uv)=1, ES (tgo,u, v)=0, 
ou dv 


E ui nçieo, q O ma 
du dv 





DR RR 
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Segue que, para todo (u, v) E IR”, 


dx 


Ox 
Igqu,V) — (to,u, V 
o NO ) a» CO ) 


= 1. 
dy dy 
= (o.u,v) — (to, u, v 
Emo ) Es lo ) 





Logo, o determinante (4) é estritamente positivo para todo t E IR e todo (u, v) em IRZ, (E 
quê?) | 


Sejag (Luv, tElRe(u vVEIRA função dada por 


g(tu, v) = 


Vamos mostrar, a seguir, que 
dg óP SO 
+ louv)=— (Uv)+ (uv 
ar PO ) Ed ) 2y + ) 
ou seja, 


(6) 


o ME: 
E (Co 4 V)=divov (uv). 





De fato, 


+ 
” 


9g à ( dx óy 9x 5 (Oy 
+ ULusvy)=—|—(tu,v EM, DV) de (fm, pv) — = (hd Vi 15 
a (E ) ai * (EA 


à ( Ox 9y 9x 9 (dy 
rt É mmitia U, V E 5 E Vo) cmi To a o ap is Lu, Vv) |. 
(E JE E (E 
Tendo em vista (5), resulta 


9g al àx ] É: 
+ Uouv)=—|—(to,u,v + —| — (to, u,V) |. 
: ae Goo V) El Et “ar ar Corto) 


Segue de (3) e da relação acima que 


48 = É É, 
ot (to, H, v) Ea (P (u, v)) pi E (O (u, v)). 
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Como 


õ a FE 
EM (P (u, v)) = Em (u, v) 


EA a o 
E (O (u, v)) a (u, v) 












resulta (6). 


C 3SERVAÇÃO IMPORTANTE. Se o campo de velocidade v depender, também, do 


—> 
tempo tí, isto é, se v for da forma 


+ E > 
PELES PESI) d+ OCA) J 


demonstra-se do mesmo modo que 


-—> 
= (tos 4, v) = div v (fo, u4,V) 


onde o divergente é calculado em relação às variáveis x e y, isto é, 


dir E tio ui e Eta) + ro, de) 
Ox dy 


A3.2. INTERPRETAÇÃO PARA O DIVERGENTE 


Sejam 
— — — 
* ep=P() E TOM”) j 
e 
=x(t,u,v) 
ZO 
y=)y(4,u,v) 


* como na seção anterior. Para cada t fixo, (1) é uma transformação de IR? em IR2. Além das 
hipóteses da seção anterior, vamos supor que (1) é injetora. 
Seja B,, um compacto de IR“ com interior não-vazio e fronteira de conteúdo nulo. As par- 


tículas do fluido que no instante £y ocupam a região B, , no instante 1, ocuparão a região B,. 
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Daio 


y=y(t,u,v) 





Br 






Indiquemos por V (?) a área da região ocupada, no instante t, pelas partículas que, 
instante 19, ocupam a região Bi Assim, para todo t E IR, 


v(t)= Ra dy 


Fazendo a mudança de variáveis 
x=x(t,u,V) 
y=7(u,v) 


e lembrando que o determinante jacobiano é sempre estritamente positivo (veja seção anã 
rior) obtemos, 


Ox dx 
du dv 
v(t)= |] ado 
Bo |dy O) 
du dv 


ou seja, 


v(D=)). (tu v) duda 

B, 
onde g (t, u, v) é a função introduzida na seção anterior. Pelo fato de g ser de classe C! resul 
V'(t) = |) eg (t, u, v) du dv 

By dt 


e, portanto, 


V'(to)= |] 28 (mou v) du dv. 
Bo dt 
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endo em vista (6) da seção anterior obtemos 


no 
V'(to)= |), ai v (u, v) du dv. 
o 





Como t, foi fixado arbitrariamente em IR, resulta que, para todo 1 & IR, 


a, 
vV'()= |, aiv > (ii vidi do. 
t 





Sejam 1, < t,comtj et, E IR. Seja B, a região ocupada, no instante 1. pelas partícu- 
las que, no instante t,, ocupam a região B, . Teremos: 


cmi 
área de B, > áreade B, sediv v (u, v) > 0; 





pm + 
área de B, < área de B, se div v (u, v)<O. 


(Verifique.) 


A3.3. EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE 


Consideremos o escoamento bidimensional com campo de velocidade | 


> 2? =» 
v6x)=PEx)7)i+rOWLI 
com densidade superficial (massa por unidade de área) p (t, x, y), com v e p de classe € 
em IR. 
Seja 
x=x(t,u,v) 


y=)y Cu, v) 


como na Seção A3.1. Como vimos naquela seção, 


- (Cu v)=P(x( uv) y (Luv) 


> (Cuv)=0(Lx(tu, v),y(tu, v)). 
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Para t = tg 


= (to. u, v) = P(to, u, v) 


O 


ô 
a (to, u, V) = O (to, u, v). 





Como na seção anterior as partículas do fluido que no instante 4 ocupam a região Bi 
instante 1, ocuparão a região B,. 


Indiquemos por M (t) a massa de fluido que no instante t ocupa a região B,. Assim, | 
todo t E IR, 


M (1)= JJ, p(t, x, 9) dx dy 


Fazendo a mudança de variáveis 


, =x(t,u,v) 


y=y(tu,v) 
obtemos 
ôx àx 
du dv 
M()=)] olbx(tuv)y(tu,v) du dy. 
o 9 5 
du dy 


Sendo g (1, u, v) a função introduzida na Seção A3.1, resulta 


M (t) = |), pltx(tuvy(,uv)g(tu, v)dudvy. 


Pelo “princípio da conservação da massa” M' (1) = O para todo t. Por outro lado, a der 
vada, em relação a 1, do integrando é igual a: 


E + 2 a (t, u,v) + ça a (£, “09 (1, u,v) + 


Fpo(Cx(Lu,v),y(t,u,v)) & (1, u,V) 
dp dp dp. 
onde » » são calculados em (t, x (t, u, v), y (£, u, v)). Tendo em vista 2), Be E 


da Seção A3.1 e (1) desta seção, resulta para = to: 
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l E ao dp a + 8 
mú=0=[], [2 evp v + pdivo | dado 





, Op á A 
nde a" Vp, v, pediv v são calculados em (tg, 4, V). 


Deixamos a seu cargo concluir que para todo t e todo (x, y) € IRÊ, 


2 (1, x, y) + div [o(t, x, ») 7 (1 x, 9))=0 


2 
dy 


A equação (2) denomina-se equação da continuidade. 


div py = o (pP) + 2 (p0) 
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TEOREMAS DA F UNÇÃO 
ÍNVERSA E DA 
FUNÇÃO IMPLÍCITA 


A4.1. FUNÇÃO INVERSA 





Seja F: A C IRº > IR” uma função injetora e seja B = ImF. Assim, para cada Y & 
existe um único X E B tal que 


F(Y) =X 
Pois bem, a função G, definida em B, dada por 
G(M=-YSF(YN =X 
denomina-se função inversa de F. 

Se F for uma função que admite inversa, então diremos que F é uma função inve 
Observe que se F for uma função inversível com inversa G então G será, também, invers 
vel, e sua inversa será F. De acordo com a definição acima, para todo X E A, temos 

G(F (MO) =X 
e, para todo X E B, 
F(G(X)) = X. 


Consideremos a função F:A C IR? — IR? dada por 


E Cy)= x 7),2 Qu). 
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Seja B = F (A). Dizer, então, que F é uma função inversível significa dizer que existem 
duas funções p e q, a valores reais, tais que, para todo (x, y) E A e(u VV EB, 


, = f(x, )) , = p(u, v) 
— 
v=g(x,)) y = q(u, v) 


C bserve, ainda, que, para todo (x, ) E 4, 


É Ly) gm I)=x 


q(Í(%, 7) gx, 7) =» 


. 
E) 


, 
e, para todo (u, v) E B, 


e 


í (p(u, v), g(u, v) =u 
g(p(u, v), g(u, v)) = v. 


Para facilitar a escrita, de agora em diante só trabalharemos com funções de duas variáveis 
reais a valores em IRZ. Todos os resultados que iremos provar para tais funções se estenderão 
sem nenhuma modificação para funções de n variáveis reais a valores em IR”, com n > 2. 
* SejaF:ACIRÊ- IR? dada por 


F (x,y) =(f(%7)g(%,)) 


e tal que fe g admitam derivadas parciais em (xy, Yo) E A. A matriz 


o) o, 
SL (ao, yo) dio yo) 


SE (xo, yo) So (0) Yo) 

A enomina-se matriz jacobiana de F em (xy, yo) € é indicada por JF (xo, Yo). 
EXEMPLO 1. Calcule a matriz jacobiana de F (x, y) = (x, x + y) no ponto (x, y). 
ESolução 

= (ço) És (x?) 


JF(xy)= p* E 
— (0 +72) — (1x3 + y2) 
Ox dy 
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EXEMPLO 2. Seja F :A € RÉ = IRZ,A aberto, dada por F (x, y) = (f(x, y), g (x, ))). com | 
fe g diferenciáveis em 4. Seja B = F (A), B aberto, e suponha que F seja inversível com. 
inversa G diferenciável em B. Supondo que a matriz jacobiana de F seja inversível em toda 
(x, y) E 4, mostre que a matriz jacobiana de G, no ponto (u, v) = F(x, y), é igual à inversa 
da matriz jacobiana de F calculada no ponto (x, )). | 
Solução 


Suponhamos G (x, y) = (p (x, 3). q (x, )). Assim 
| = f(x, )) À = p(u, v) 
Res 
v=g(x,)) y=aq(u, v) 


Observe que a matriz jacobiana de G, no ponto (u, v), É 


dx à 9 a 

A “Pu v) 2E(u,v) 
IG(uwy=| MU Sl=| Ea 

a SE (uv) Luv) 

ou dv ou dv 


Derivando em relação a u os dois membros de u = f(x, y) obtemos: 


Ox 9) Fo) 
y En “Ã of (x, y) LIZA 
x du dy Su 


Derivando, agora, em relação a v resulta 


of Ox of dy 
=" 4) += (w9)—. 
a ») dv ta )) dv 


Derivando em relação a u e depois em relação a v os dois membros de v = g (x, y), obtem 


vo 


9) Óx o, o, 
0o=- Egypt + Ep 
ó du dy du 
e 
dg Ox Íg dy 
l=2[(Ggy)—+— (4, 
Ó 6.3) Óv no * )) Óv 


Das identidades acima e tendo em vista o produto de matrizes, segue que 


of Fr 


o 
— (X, y) —> (x, y) asi  intrrniçe | 0 
a ós lou dv l- 
e 8 dy O) 
—2 (x, 2 (x, = + O 1 
Ox (x 2) dy aid du dv 
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e, portanto, 
a 
o o) 
dx dx E a y) A A y) 
du dv E ra 
9 V/|Exy (x,y) 
du Oy ôx 9y 


“Ou seja, 
IG (uv) = (JF (xy)! 
onde (x, y) = G (u, v). 
Seja F: 1), C IR? — IR? diferenciável e inversível no aberto (2, com inversa G: OM, C 
IR? > IR, DM = F(L,) aberto. Sejam (xp, yo) E Q e (ug. vo) = F (xo. Yo). Na próxima seção 
vamos provar que se JF (xy, Yo) for inversível e se G for contínua em (up. vo), então G será 


diferenciável em (ug, vo). Observe que este resultado é uma extensão daquele que vimos para 
funções de uma variável real a valores reais. (Veja teorema da Seção 8.2 do Vol. 1.) 


A4.2. DIFERENCIABILIDADE DA FUNÇÃO INVERSA 


Seja F: 1), C IR? — IRÍ diferenciável e inversível no aberto (),, com inversa G: O, C 
IR? dá IRZ, OM = F (94) aberto. Seja (Xo» Yo) = OQ, e (ug, Vo) = F (xo Yo). Nosso objetivo, 
a seguir, é provar que se a matriz jacobiana JF (xy, q) for inversível e se G for contínua em 
(ug Vo), então G será diferenciável em (ug, vo). 

Sejam, então, 


F (x, y) = (f(x, y), 8 (x, ))) 


G (u, v) = (p (u, v), q (u, v)) 
* etais que, para todo (x, y) E Q, e (u, v) E O, 


: = f(x, )) À = p(u, v) 
— 


v = (x, )) y = q(u, v). 


Precisamos provar, então, que existem reais a, b, c e d tais que 
| o p(u, v) = p(ug, vo) + a(u — ug) + b (v — vo) + Ri (u, v) 
| q(u, v) = q(uo, vo) + c(u — ug) + d(v — vo) + Ro (u, v) 
com 
lim Ri (u, v) o 
(6 V) (to vo) Tu, v) — (ug, vo) Il 


(Observe que pelo que vimos na seção anterior deveremos ter 


Ó (1 = 1,2). 


b aê 
[ | = (JF (xo, 30)" 
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Como as funções u = f(x, y) ev = g (x, y) são diferenciáveis em (x9» Yo), temos 


FC, 7) = f(xo, yo) + EL (xo, Yo)(x — x9) + F (o, Y0)(y — yo) + Ri(x, y) 
(2) 


) ) 
8(x, ) = g(xo, Yo) + Se Go. Y0)6X — x9) + 33 0 v)0O — Yo) + Ro (x, y) 
com 


Ri (x, )) - = 1,9) 
DS 60%) (x, y) — (xo, vo) ad 
Fazendo 


-—— —— — 


dx (xo, Yo) 
M = JF (xy, Yo) = 


4 
Req E 
ax NO» J0) 


o 
Eus, yo) 
dy 


Qs 


o 
A (xo; Yo) 
dy 
(2) pode ser colocada na forma matricial 


“1 | 1059) — fGo, 70) x — X0 “| Ri) 
M = +M 
805, )) — g(x0, 0) Y—) Ro (x, )) 
onde M” | é a matriz inversa de M. Fazendo, agora, a mudança de variável 


pre v) u=tf(x, ) 
&S 
» = q(u, v) VE Sl, 3) 


O “|! 40] | PQ v)-p(uo,vo)] | Ri (uv) 
M == o 
” MO 


q(u, v) — g(ug, vo) 
onde 


obtemos 


Ro (u, v) 


Ry (u, v) 


” | Ri (p(u, v), q(u, pt 
=-M | 
Ro (u, v) 


Ro (p(u, v), q(u, v)) 
Observe que (3) é exatamente (7) se tomarmos 


A Dl mi 


Apêndice4 289 

















Vamos provar, então, que 


lim R(Wwv)  -q i=1,2) 
(ue, v) > (o Vo) (uy, v) — (ug, Vo)Il 


Para isto, é suficiente provar que 


a lim R; (p(u v), qu, v) — q E MS 
(u, V) — (ug, Vo) “aa v)— (os Vo) a vo) (1 2) 


Fazendo a mudança de variável, 
, = p(u, v) 

3. 
y = q(u, v) 


e lembrando que p (u, v) e q (u, v) são contínuas e que xy = P (ug, Vo) E Yo = 4 (Hg: Vo) resulta 


lim R; (p(u, v), q(u, v) — 
(1, v) > (Ho> Vo) (wu, v) — (ug, Vo) 


per lim R; (x, y) 
(1,7) > Vos vo) UFC, 7), 80% 7) — (F (xo, 0)» 0x0» Yo DÊ 


ds lim R; (x, )) lI(x, 7) — (xo, Yo) 
(17) Corvo) Tr, y)— os O FO), 806, = (Qro, Yo) E (xo, Yo DE 


Como já sabemos que 


lim R; (x, y) = (0 
(1, v) = (o: vo) (x, y) — (x9, Yo) 


para concluir que o limite acima é zero basta mostrar que 


| O II(x, 7) — (xo, Yo) 
Cf (O, y), g(x, »)) dd (Ff (xo; yo), g (xo, yo Dil 


é limitada numa bola aberta de centro (xg, Yq). É o que faremos a seguir. Inicialmente, ob- 


, E lss ” à ê 
servamos que a norma de um vetor coluna | À é igual à do vetor (ar, B), isto é 


[e 


Agora podemos continuar. Sabemos que 
. f(x, 3) — f(x, 90) x— 30] [R6)) 
(6) =M É 
g(x, 7) — g(Xo, 0) = do Ro (x, )) 


DM 


= (a, 8) 
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onde 


lim LS fas pese dá 
(x, 3) — (o: Yo) (x, y) Er (x0» y0) R9 e )) 0 
De (6) segue que 


Ff) fQo, Yo) x — XQ Ri (x, )) 
(7) > IM — 
g(x, ) — g(X0» Y0) 3 Do Ro (x, )) 
Antes de continuar, faremos mais uma observação. A matriz M é inversível, pois é a matriz. 
jacobiana 


ó o 
E 0,70) LÊ (xo, 70) 
Ox dy 


o) o) ; 
CE (so: y0) 28 (xo, y0) 
óx dy 


ns 

y 

; aii ; : 0 Ne 
é uma transformação linear, portanto continua é que so se anula em | 6, | (Confira!) Seja. 
agora, À o conjunto y 


Segue que 







A = (x E IR += Ly 


A é compacto e a função q : A — IR dada por 


Go= [Ms] 


é contínua. Logo, q assume valor mínimo em A, e este valor mínimo é diferente de zero. 
Assim, sendo k > O este valor mínimo, teremos para todo (x, W) E 4, | 








Ro 
vw 


p (x,y) = k. 


Por outro lado 


X — X0 E a | = 1 
(x, 3) — (Xx0, Yo) É IG, y) — (xo, Vol 








para todo (x, y) É (Xo, Yo). Para simplificar um pouco, façamos 


X— NO VY')X» 


DO 


S>]———————————— e t= E 
(x, 7) — (xo, Yo) (x, 3) — (xo, Yo) 


(6 ]([][](]]][][]7]>TTTOOO 
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Assim, para todo (x, y) Co Yo)» O par(s, t) EA = ((x»y) |x2 + y? = 1. Temos, então, 
para todo (x, y) + (xo Y0)» 


> k. 


[n[] 








De (3) e (7) segue que, para (x, y) * (X9» Yo), 
E o heN-Govd| 


ERR | (Ri (x, 9), Ro (x, 9) 


Tu) 


Tendo em vista (8), obtemos 


1 
RG), Rs DI 
| (x, 3) — (xo, 70) | 








1 
k- CRI (7), Ro (2, 9) 
| (x, ») da (xo. yo) | 


(5) = 


Por outro lado, como 


im [RR 
(x: ) S (xo, Yo) | (x. y) = (xo; yo) | E 


existe r; > O tal que, para todo (x, y) (Xo» Yo) 


| (Ri (x )), R, (x, »)) | k 


| (x: y) cá (X9> Y0) | <r> (x, ») — (xo; y0)| < 2 


Daí e da desigualdade anterior resulta, para todo (x, y) * (xy Yo), com Il (x, y) — (o Yo) 1 < 1, 


e, 
O k 


Fica provado assim que o limite (4) é zero. Logo, as funções 


, = piu, 4) 
y=aq(u, v) 


são diferenciáveis em (ug, vç). 

Seja F: 0,.C IR? IR? de classe C! no aberto O e tal que JF (x9, Yo); (xy 9) E O, seja 
inversível. Nosso objetivo nas próximas seções é provar que, nestas condições, existe um 
aberto 1), C (), com (x9» Y0) E Q, tal que a matriz Jacobiana JF (x, y) é inversível em todo 
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(x, y) E Qy, F é uma função inversível em ),, O conjunto 0, = F (O) é aberto e a função 
inversa G : Md, — IR? é de classe C'. 


A4.3. PRELIMINARES 


O que dissemos no final da seção anterior pode ser reescrito da seguinte forma. Sejam 


| = f(x, )) 
(x, y) E O 


v=g(x, )) 


funções a valores reais e de classe C! no aberto 9 C IR? Sejam (x9» Y0) E LM, ug = fo: Vo 
e vo = & (Xp: Yo). Suponhamos que o determinante jacobiano 


9f 
ó(u, Vv) eo Ox 
(x,y) [28 og 

Es (x, ) 2y (x, )) 


(e) Lc, 9) 
dy 


seja diferente de zero no ponto (x9, Y0)- 

Pois bem, nosso objetivo a seguir é provar que existem abertos O, e O», com O, CE 
(x9» Yo) E MM, (ug; Vo) E O, e um único par de funções (p (u, v), q (u, v)) definidas e de 
classe C! em “),, tais que, para todo (x, y) E Q e (u, v) E DM, 


! = 1 (1.3) , = p(u, v) 
— A 
v=g(x,)) y=aq(u, v) 


No fundo, entre outras coisas, o que estamos querendo é estudar a possibilidade de resolver. 
o sistema 





| = f(x, )) 
O 


v=g(x,)) 


para (u, v) próximo de (ug, vo). Com este objetivo em mente, vamos colocar (1) numa forms 
mais adequada. Observamos, inicialmente, que, sem perda de generalidade, podemos supor 


(xo, Yo) Es (O, 0) e (ug: Vo) em (O, 0). 


Como f(x, y) e g (x, y) são de classe Ce, portanto, diferenciáveis, temos, conforme aprende- 
mos no Vol. 2, 


ru y= L (0,0)x+ “L(0,0y+R/ (6) 
OX dy 


o o, 
e(xy) = LE (0,0)x+ SÉ (0,0)y + Ro (x 9) 
OX dy 
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onde 


R; (X, y) 
m - sc Es 





Desta forma, (1) é equivalente a 


u=2L (0,0)x+ L(0,0)y + R(x,9) 
Ox dy 


Õ o) 
v="É(0,0)x+ “2 (0,0)y + Bo (x,)) 
Ox Ox 
que, em forma matricial, se escreve 


u 210, 0) Lo, 0) || Ri (0X, )) 
E: dy 
a Too Emo || | 
x dy , y R (x; )) 


OS (u, v) 


Como o determinante jacobiano 
ÉS, 


está sendo suposto diferente de O em (0, 0), 
resulta que a matriz jacobiana 


o os 
Em (O, 0) Fe (O, 0) 
dg dg 
re (O, 0) 7y (O, 0) 


é inversível. Segue que (2) é equivalente a 


' N - : , 
EA di + pa 
P A Ro (3%; x ) 


onde 


Ri (x, )) Ri (x, y) 
6) =M| 
Ro (x, y) 


Ro (x,)) 
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De (2) segue que se (u,v) descreve um aberto então (u, v) também descreverá um aberto 
(por quê?). De (2) e (5) segue que 


Ri (x, 9) | 
isto Te o 0 Em) 


conforme se verifica facilmente. 
Desta forma, sem perda de generalidade, podemos supor (1) da forma 


ias y) 


v=y+ Ro(x,)) 


com R; (x, y) e Ry (x, )) de classe C! e 


EGO a =19 
O (x, 7) (0,0) I(x, y)I ia (i = 1,2). 
Vamos então estudar o sistema 

u=tf(x,)) 
(7) 

v=g(x,)) 


comf(x,y)=x+Ri(x)y)eg(s W)=y + R,(x)y), comR; (%, ye R5 (xy) satisfazendo 
as condições acima. 


9R 9R 
Da condição (O) segue que R (0, 0) = 0,R, (0,0) =0, —— (0,0) =0, o (0,0) = 0. 
º% 0,0)=0 “É (9,0) = 0. (Verifique) 
OX b) (o dy 4 A . em IqUe. 


Nosso objetivo, a seguir, é provar que para (1, v) próximo da origem (0, 0) o sistema MD 
admite solução única. Para este fim, vamos considerar a função 


Fxy)=fryg(mã))=(+Rj(67)+ RC) 


e, portanto, 


F(xy)=(69)+R(%)) 


R (1,7) = (Ry (6, 7), Ro (4 9). 





Inicialmente, vamos provar que existe um aberto Q,, com (0, 0) E 4), tal que F é inje- 
tora em €,. Para isto vamos precisar provar, primeiro, que R (x, y) é uma contração num 
aberto 1) contendo a origem. E o que faremos na próxima seção. 
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* A4.4. UMA PROPRIEDADE DA FUNÇÃO R 


Nosso objetivo a seguir é provar que existem r > 0e 0 < À < 1 tais que, para todo (x, y) 
e (s, f) na bola aberta de centro (0, 0) e raio r, tem-se 


(1) IR(gy)-—R(s Di<Al(O,y) — (s, 8) 11. 
Inicialmente, observamos que 
IR(xgN)-—RC OU=(Ry (x, 7), Ro (x, 7) — (Ry (5, O, Ro (5, O) 


= (Rj (xy) — Ry(5, 0, Ro (14,7) — R$ (5, OI 
<IRi(xy)—Ri(sO)IL+IRo (7) — Ro (s, £) 1. 


Ou seja, 
(2) IR(xgy)-R(s OlI<IRi(67)-—Ri(sDI+HIR, (7) — Ro (5, 01 
(Venfique.) 


Consideremos, agora, as funções 


m(xy)=IIVRy(xy) 


n(x,y)=IVRo(x 9). 


Como R, e R, são de classe Cc. as funções m (x, y) en (x, y) são contínuas e se anulam na 
origem, pois, como vimos na seção anterior, as derivadas parciais de Rj e R, se anulam na 
origem. Segue que, dado À > 0, com 0 < À < 1, existe r > O tal que 


Er = VR <> 


Ie y)l<r > IVRGOyI< - 


Seja O), a bola aberta de raio r e centro (0, 0). Sejam (x, y) e (s, 1) dois pontos quaisquer 
de (),. Pelo teorema do valor médio (veja Vol. 2), existem (x1, y1) € (x2, Y2) no segmento de 
extremidades (x, y) e (s, t) tais que 

Ri(x)y)—Ri(s0)=VRy (47) (0,7) — (5, 8) 
Ro (4,7) — Ro(5,0) = V Ro (12,72) * (06) — (5, 8). 
Pela desigualdade de Schwarz, resulta 


Ri) —Ri(s DISIVRi (7) LOS 3) — (s, É) | 


IR, (x, y) oi R5 (s, t) |=HV Ro, (x, y) II (x, y) e É t) |. 
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Como (x4, y|) e (x, Y) pertencem, também, à bola aberta (),, resulta 


Ri(xy)-Ri(sDI= 6-6 6) || 


IR, (4) —Ro(s5, DI = = (4, )) — (8, 9) IL 


De (2) e das desigualdades acima resulta (1). Fica provado assim o seguinte importante re- 
sultado. 


Seja R (x, y) a função dada na seção anterior. Então existem r > 0€e0< A < 1 tais, 
para todo (x, y) e (s, t) na bola aberta de raio r e centro (0, 0), tem-se 


Et) A ds DIS A ey) = Es DA, 





A propriedade acima nos diz que R (x, y) é uma contração em Q),, onde (), é a bola aber- 
ta de raio r e centro em (0, 0). 


A4.5. INJETIVIDADE DE F EM O, 


Nosso objetivo nesta seção é provar que a função 
F (6, y) = (6,7) + RX 3) 
é injetora em (,. Isto é, vamos provar que, para todo (x, y) e (s, f) em Q,, tem-se 
CAs D)>F(x,y) + F(s, 1). 
De fato, 


IFx)-—-F(sO)U=[(,)-—(sSDI]+HIRwEY)-R(S, OT 
21%y)-CO)I—-LRGEN-RIs DI. 


Da seção anterior, 
ER Oy = Res lis AM (xy) (8.81 
onde O < À < 1. Segue que 
Fx) Fis dlzltcy)-(so)l-Al(y)—(s BI 
e, portanto, 
EEEF OLA —-OIa » —ls, O] 
Então, para (x, y) 5 (s, £) 
IF(xy)—F(s)1>0 
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ou seja, 
F (x,y) £ F(s, 0). 


Fica provado assim o seguinte importante resultado. 








A função 
F(xy)=(LN)+R( y) 






é injetora na bola aberta (), de raio r e centro (0, 0). 





Nosso objetivo a seguir é provar que F transforma o aberto O, num aberto O,. Ou seja, 
queremos provar que o conjunto 


O E F (O) 


é aberto. Para este fim, vamos primeiro provar um teorema de ponto fixo. 


A4.6. UM TEOREMA DE PONTO FIXO 


Teorema. Seja A C IR? um conjunto compacto e H : A —s A uma função satisfa- 
zendo a seguinte condição: quaisquer que sejam os pontos X + Y em A tem-se 


HG -HOI<UIX-YI. 


Nestas condições, existirá um único S E A tal que 


H(S =. 


(Tal S denomina-se ponto fixo para H.) 





Demonstração 
Unicidade 

Se X * Y são pontos fixos, teremos IX — YIl= |l HO - HOM I<IxXx-—YI, 
que é impossível. Logo, poderá existir, no máximo, um ponto fixo. 
Existência 
Consideremos a função 

KO =IX-H(OI, XEA. 

A hipótese garante a continuidade de H em À e, portanto, k (X) será contínua em A. Como A 
é compacto e k (X) contínua, resulta que k (X) assume valor mínimo em A. Seja, então, S um 


ponto de mínimo de k (X). Assim, para todo X em A temos 


D IX-HQQN=>S— H(S. 
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Vamos mostrar que 
| s=H(S). 
Supondo S + H (S) e tomando T = H (S) obtemos 
ITS HG I= HCO — HUCQU<US — HC 
que está em desacordo com (D. Logo, S = H(S). m 


14.7, PROVA DE QUE O CONJUNTO 2, = F ((h,) É ABERTO 
Para provar que 
O = F (4) 


é aberto, precisamos provar que, pará todo (uy, vj) E My, existe s > O tal que a bola aberta 


A de centro (uy, v|) e raio s está contida em OQ. Para isto, precisamos provar que, para todo 
(u5, V9) E A, existe (x, 2) em O, tal que 


F (x2, 2) = (U3, Vo). 


Ou seja, precisamos provar que dado (u5, v) em À, o sistema 


um = x+ R (6,9) 
O 


vo = + Ro (X,)) 
admite solução em 4. O sistema acima é equivalente a 
(2, vo) — R (6,7) = (06). 
Assim, provar que (1) admite uma solução (x2, Y2) E My é equivalente a provar que 


(2) H (x,y) = (u9, v9) — R(G 9) 





admite um ponto fixo (x2, 2). 
Vamos então ajeitar as coisas para cair nas condições do teorema do ponto fixo. f 
Inicialmente, observamos que, para todo (x, y) e (X,7), com (x, 7) + (x,)), em Oy. 
tem-se 


Hg) HG = IR(gy)—R (x) 
<al(xgy)- (69) 


e como,0<A<1, resulta 
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Seja, agora, (xj, 1) E O), tal que 


F (x, »1) a (uy, V1). 


Tomemos, agora, uma bola fechada A de centro (x1, 1) e raio 8 > 0 contida em O. Va- 
mos mostrar, a seguir, que tomando |l (42, v2) — (up, v) II<s,coms = (1 — À) ô, teremos 


H(AJCA. 


Para isto é suficiente mostrar que, para todo (x, y) E A e, portanto, II (x, »)— GyypIl< 6, 
teremos 


Vamos lá então! 


NH (x, y) — (4, 1) II = || (u2, Vo) — R (x, ») — (x, »p |l 
= || (u3, V3) — (uy, V|) + (uy, v)— R(x, y) — (x4, 1) II 
= || (u», Va) (u1, VI) + F (x1,)1) =R(xy)-— (x4, yj) | 
= | (us, V3) — (44, Vj) + R (x1, YU) = RGy)d 


pois F (x,, Yu (Ge. PY) ER (4, 1). 
Segue que 

HH (x, y) — Cy ypIl< Il (45, Vo) — (Cy VON +HIIR y) —R (xy, Yy) | 
e, portanto, 


HH (x, y) — Cy ypil=(a-— A)ôO+ AI (x, y) — (4, 4) 11 
Ss(I-1)68+4A6 


ou seja, 


| H (x, y) iai (4, 1) | = 6. 


Temos então 






H(AJCA 
é, para todo (x, y) e (x, ») em 4, com (x, )) E (%,97), 





IH (gy)—H (6,7) <Il(x, y) — (x,y) Il 





Pelo teorema do ponto fixo, existe (x, Y2) E A tal que 


H (x2, 72) = (12, 3) 
ou seja, 
N =X2 + Ri (x2, y2) 


Va = Vo + Ro (xs, yo). 
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Fica provado assim que todo ponto (uj. v1) E 9 é centro de uma bola aberta contida em 
O, ou seja, (h, é aberto. 












Conclusão 


Para todo (u, v) no aberto () existe um único par 





(x, 3) = (p (u, v), q (u, v)) 






no aberto (),, tal que 
u= (0%) 
, = g(x, )). 

Ou seja, para todo (x, y) no aberto O, e (u, v) no aberto O, tem-se 


| = f(x, )) , = p(u, v) 
e 
v=g(x, )). »y = q(u, v). 






Observe que fazendo 
G (x,7) = (p (7,9), 4 05) 
resulta, para todo (x, y) E O, 
F(G (x, 7) = (6) 
e, para todo (x, y) E M, 
G(F (4,7) = (6 9). 


De 
F(xy)=-6)+R()) 
resulta 
FG) =CW)+R(G( 7) | 
e, portanto, x» 


G (x,y) + R(G (x, 9) = ( ) 


Utilizando esta última identidade, vamos provar a continuidade de G (x, ») em DM. 
Sendo (x, y) e (s, t) dois pontos quaisquer de 9), temos 


IG) GS DI= GN) D+R(GE)—R(G(s DM , 
<ltey)-(sO)U+HIR(G(G7)—R(G(s O 





| u=x x=p(u,v)=u 


302 Um Curso de Cálculo — Vol. HI 
1.º CASO. Suponha g (x, ) de classe C! num aberto O C IRZ, com (xo» Yo) E Lb, tal que 


o 
elo) =0 e Em (xo: Y0) É O. 


Nestas condições, existe um aberto O, € 9, com (xo, Yo) E My, e uma única função y = h (x) 
definida e de classe C! num intervalo aberto 1, xp E É, tal que, para todo x E L (x, h (x) E 9, e 


g (x, h (x)) = 0. 
Demonstração 
Consideremos o sistema 
uU=xX 
(x, y) E O. 
v=g(x,)) 


Em (x9, Y0)» O determinante jacobiano 


l O) 
2(x, 9) ris )) ei y) 








é diferente de zero, pois, em (xg, Yo) seu valor é 2a (x9» Y0) que, por hipótese, é diferente de 
zero. Seja 9) 


(ug Vo) = ( (Xo» Yo): & (Xo» Yo). 


Como f (x, y) = xe g (x9»)Y0) — 0, resulta (ug, Vo) = (o 0). 
Pelo teorema da função inversa, existem abertos O e Q,, com 


(Xq; Yo) E OQ, is O e (ug Vo) = O, / k 
e um único par de funções (p (u, v), q (u, v)) tais que, para todo (x, yeO,e(u v) E O. 


v= 805) y = q(u, v). 






Como £) é aberto e (x9, 0) = (ug, Vo) E O», existe um intervalo aberto 1, xy E 1 tal que, para 
todo u E 1, (u, 0) E O». 
Segue de (1) que, para todo u E [, 


XxX = H Uu=x 
=> 
y = q(u, 0) | O = g(x, g(u, 0)). 
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Fazendo h (x) = q (x, 0), resulta que, para todo x E T, 
O = g(x, h()). 
Assim, a função y = h (x) é de classe C! e é dada implicitamente pela equação 


g (x, )) = 
Observe que, para todo u E 1, 


(u, q (u, 0)) E Q, 
logo, para todo x E T, 


(x; h (x)) — OQ. 


Suponhamos, agora, que y = hy (x) seja outra função definida e de classe C! no intervalo 
aberto 7 e tal que, para todo x E 1, 


(gh MD) EM e 0O=g(x Ay (x)). 


De (1) segue que, para todo x E 1, 


u=x Xx=u 
= 
O = g(x,ly (x) no) = qg(u, 0) 
ouseja,h, (x) = q(x,0)=h(x). m 
Observação. Para uma outra demonstração deste caso, veja Vol. 2. 


2.º CASO. Suponha g (x, y, 2) de classe C! num aberto 9 C IR, com (xo» Yo» Zo) E “2, tal que 


8 (Xo» Y0» Z9) = 0 e io , CO Yo» Z0) F 0. 


Nestas condições, existe um aperto O, C O, com (xp, Yo, Z9) E 4), e uma única função z = 
h (x, y) definida e de classe C! numa bola aberta B do IR? e de centro (x9» Yo), tal que, para 
todo (x, y) E B, (x,y, h(x, y)) E Me 


8 05,) h(x,)) = O 
Demonstração 


Consideremos o sistema 


= x 
vV=y (x, y, 2) E 1. 
w=g(x, y, 2) 
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é diferente de zero. Seja 
(uo» Vos Wo) = (of Og» Yo» 20)» 8 (x9» Yo Z0)). 
Da hipótese, resulta 
(ug Vo» Wo) = (xo, O, 0). 

Pelo teorema da função inversa, existem abertos O, e 9, com 

(xo Yo» 20) EM e (ug Vo: wo) E M 
e uma única terna de funções 

(p (u, v, w), q (U, VW), 1 (u, v, w)) 

de classe C! em Q),, tais que, para todo (x, y, 2) E OQ, e(u, v, w) E M, 

u=x x=u=p(u,v,w) 
3) pe )» 2) e poda vs W) 

w=g(x, y, 2) z=r(u, v, W). 


Como 1) é aberto e (xo, 0, 0) = (ug, Vo; wo) E 9, existe um intervalo aberto 1, xp E 1, tal 
que, para todo u E 1, (u, 0,0) E O. Segue de (3) que, para todo u € I, 


x = Ea 
y = q(u,0,0) > 40 = f(x, h(u), k(u)) 
z=r(u,0,0) O = g(x, h(u), k(1)) 


onde h (u) = q (u, 0,0) e k (u) = 7 (u, 0, 0). As funções h (9) = q (x 0,0) e k (9) = 7 (% 0, 
0) são de classe C” no intervalo aberto Ie, para todo x neste intervalo, 


flw hG.kw)=0 e g (4h), KG) =0. 


Fica a seu cargo concluir a unicidade de tais funções. E 


Fr 
soa 

SA 
A, 


Para encerrar, fica a seu cargo a tarefa de enunciar e demonstrar o teorema da função | 
implícita no caso geral. 








RESPOSTAS, SUGESTÕES 
OU SOLUÇÕES 


CAPÍTULO 1 


dl 





4. A cada ponto (u, v) do plano uv, fassocia o ponto (x, y, z) onde 
x=u+v 
y =HUu 
ARO A 


À imagem da transformação acima é o plano x — y — z = 0. Portanto, ftransforma o plano 
uv no plano x — y — z = 0. 
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8. A imagem é a superfície cilíndrica =p y =1],0<gz<sl. 


9. É a semi-superfície esférica * + y +72 =1,7>0. 


ll. 





LZ É o cilindro xº AE y <l,0<7z<sl. 
15. a) o (B) é a superfície esférica a y + ” = pr 
b) o (B) é a esfera x“ + y + Z =). 


1.2 





c) 
o F (x, y) é tangente, no ponto (x, y), à circunferência 
de centro na origem que passa por este ponto. 
—- - ) 
QIUF (yll=1e F (x, y) é normal, no ponto (x, y), à circunferência de centro na or 


gem que passa por este ponto. 
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— -— 
BD lv Gsy)ll=1e v (x,y) é tangente, no ponto (x, y), à circunferência de centro na 
origem que passa por este ponto. 





— 
lv (gy)ll= >" e v (xy) é normal, no ponto (x, y), à circunferência de 
2 


centro na 





origem que passa por este ponto. Observe que a intensidade do campo no ponto (x, y) é 
o inverso da distância deste ponto à origem. 


2. a) b) 





4. Vf(xy)=(1,2) 
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5. Vo(xy) = (—2x, 1) é normal, no ponto (x, y), à curva de nível de q que passa por este 
ponto. Como y = x” é uma curva de nível de p(p (x,y) = 0), V q (x, y), com y = x”, é 
normal, no ponto (x, y), à parábola y = x”. 





6. Vf(x, y, 2) = (2x, 2y, 22). Seja (x, y, 7) um ponto da superfície esférica * + y + a =. 
Neste ponto, V « (x, y, z) é normal à superfície acima. 


1.3 
— — 
À: 00:2: E D)-=2z 7 
- - 
co U e) —3% k 


2. é (x, y) = (xf(u), y f(u), onde u = a” + y2. Temos: 


Õ ce ção E uma A 
a DI Í(u) ] = Fº (u) ne prá FE 


e de forma análoga obtém-se: 


o xy f'(u) 
—— [xfQ)]= ==". 
dy pe +y? 
>. 
Portanto, rot g = 0 
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= l enip 
5. a) Hv (xy)l= Esaú v (x, )) é tangente, no ponto (x, y), à circunferência de 
& E YV 
centro na origem que passa por este ponto. 


Da x 
Pá A 
/ Poem MHX 
Í Í cê 
! N / / 
N / / 
N 2 


Observe que as trajetórias das partículas do fluido são circunferências de centro na 
origem. A velocidade angular da partícula que descreve a circunferência de raio 


x? + y? é o quociente da velocidade escalar pelo raio, ou seja, - 

à a 
A e B duas partículas do fluido que no instante t = O encontram-se sobre” eixo Ox. 
Suponhamos que a distância de A à origem é menor que a de B à origem. Assim, a 
velocidade angular de A é maior que a de B. Seja t > 0 um real suficientemente pequeno. 
A figura a seguir mostra as posições de A e B nos instantes t = O et. 


E Sejam 





B é o ângulo descrito por 5 no intervalo de tempo t e a o descrito por A neste mesmo 
intervalo de tempo; a => B, pois, a velocidade angular de A é maior que a de B. 


5. — 
b) rot v = O oque significa que v é irrotacional. 


la) O b) 3 


c) 2x + 2y cos (x? + y?) + 





2 


1+ zº 


d) 2z ar tg (xº + y2 + 22) + 


xº + y? + z? 
Lat? +? 22)? 
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5. Ve(x,y) =(—2x, 1) é normal, no ponto (x, y), à curva de nível de « que passa por este 


ponto. Como y = x“ é uma curva de nível de p(p (x,y) = 0), V e (x, y), com y=x, é 
normal, no ponto (x, y), à parábola y=Xx. 





6. Vf(x y, 2) = (2x, 2), 27). Seja (x, y, 2) um ponto da superfície esférica + y? + 7 = 1. 
Neste ponto, V q (x, y, 7) é normal à superfície acima. 


1.3 


s — 
|. a)2 k b)-z j 
—s 
Õ 


—Ss 
E) = 


c) 


EA z O, y) = (xf(u), yf(u), onde u = 4x? + y?. Temos: 


xy f'(u) 


d e A e 
ae AIG) =P (u) dx Das 


e de forma análoga obtém-se: 


o f 
ft) ÃO 
dy x2 +? 
>.s 
Portanto, rot g = 0 
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«cad 


a l 
Ss. a lv (xyll= ET V (x, )) é tangente, no ponto (x, y), à circunferência de 


b) 


E mp y? 
centro na origem que passa por este ponto. 





Observe que as trajetórias das partículas do fluido são circunferências de centro na 
origem. A velocidade angular da partícula que descreve a circunferência de raio 


x? +yº éo quociente da velocidade escalar pelo raio, ou seja, 5 5 - Sejam 
à ad a 


A e B duas partículas do fluido que no instante + = O encontram-se sobre o eixo Ox. 
Suponhamos que a distância de A à origem é menor que a de B à origem. Assim, a 
velocidade angular de A é maior que a de B. Seja t > O um real suficientemente pequeno. 
A figura a seguir mostra as posições de A e B nos instantes 1 = Def. 





Bé o ângulo descrito por B no intervalo de tempo t e a o descrito por A neste mesmo 
intervalo de tempo; a > £, pois, a velocidade angular de A é maior que a de B. 


— — — 
rot v = O oque significa que v é irrotacional. 


Ó b) 3 





2 2 
2x + 2y cos (x + y) + 
' l+ 72 


2 2 2 
x + a 
2z ar tg (x? + y? + 2) + 4 | 


1+(x2 + y? + 227 
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ns 
3. a) Não, poisdiv v (xy )=1. 
— — 
b)jdivp v = 0O,ouseja, div(p(y)y j) = 0. Daí 


d pr 
E (p (9) )) = 0. 


Portanto, p (y) y = k, k constante. 


2 2 
5. a) v2p=-]2, 09.0 
OX dy 


VV p=0 


D+) ey 


Ss — - — 
9. Jp u =(qP) 1 +(90) ; + (PR) k. Vamos supor que existam as derivadas par- 
ciais de py, PQ e R. 


Fo) óP | dy 
—(vP)=po—+--P 
Ox Maid dx dx 
Fa) ó o 
> (90) = q*e + 
dy dy Oy 
| ó OR , dy 
| — (pR)=o— + — R. 
| dz pd dz dz 


- — — 
Portanto, div(p u)= qpdivu +Vop-u 


e) Vamos supor P, Q e R de classe Cº no aberto O. 


-— - — - — ss 
div(rot u)=div[rotP i +rotQ0 j +rotR k ]=div(rotP i)+divírtO j)+ 


—Ss 
div (rotR k ). 


> — — 
; j k 
— — —- 
piel A Bjo ts 
a Ox dy ÕZ Z dy 
E Õ 
Então, 


— 
div(rotP i)= S(E)ral-E)-o 


Conclua. 





.—-y 
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CAPÍTULO 3 
3.1 
3 4 
Los 9 [943 -842 +1] 
óg. 
mn 27. 
d) 16 1 
Gy ara j| ” Lead 
= — — — + 
8) R a O y ; sen sy | y = cos [1 cos 2 | 
hn É ba | 
| 3 q É 


m)3arctg3—-4arctg2—-In2 + > In5+ 7 








“JM ? É 19 1 
| 2 E RE le Ea | 
E É À a JJ.» dx dy Dra)fr é) 3 uid | 
)2(2m2-1) dO | 
Tm? 1 
eee — 1 
“a dd 
4 o pi2 (o (2-1) 
2 9 
xº É rca = = = | 
c) E) xe a )( ye ? dy )- 7 (e-D(dA-e!) l 
a 5 e) 2 ) | 
pe —2e | 
" 
l 13 N | 
5 — psd 
a) ) : | 
c) O aa | 
6 
ea po | 
16 16 
Ei TE ações 
- dE ai 


Die seem 
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l 





6. a)-1 D-s 
ci. 9 e (2N2-1) 
15 
ja Pln (ln 3) — In (n2) 
Miginfio Laos h > [303 -8) 
2 2 3 | 
pgs? AE o meia 
4 “sá 


nó mf Im di é dy | 


o [3 (2x cos x— a) dr + [2 (x — 2x cos x) dx; (lembre-se de que | x cos x dy = 


x sen x + cos x). 3 
Er 2 
quis p 5 [242 - | 
Dia n) > In2 
1| my 
7; o [1] 163,9) ds | ay of 19d [ay 
of []. 166.9) 4 [ar 


[rama Jos Drama o 

ro Aero, 16,9 jás 
»E| cao pd [a 

o f/p e E pd [ars [2] põem [63d Ja 


pf. [1 sacra Jara f IN 169) [as 





a 
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Ela E : 1 
e amem | mm Y Eri 1 
D pifavo ranaja+? Is 7 fon) de jd 
2 2 4 
2 | fl 
+ Ji 5: posa jo 
2 


2 


0 L+NI+y 3 1+y1+y 
8) PO poa [ar | RE f(x,y) dx |dy 


0 E AU 
3 


. a) vol= j), [4 — (x + y + 2)] dx dy, onde À é o círculo é + y < |. Volume = 27 


] 
Re 8 
E S 15 


d)vol = J), [4 — (x? + y? + 3l dx dy, onde A é o círculo x tas 1. Vol = = 
1 
e) 27 f 5 (== 19 


1642 





g) vol =2 |j já” — y2 dx dy, onde À é o círculo X + y < q”. Vol = 
A 
h) vol = |) Fé Rm x?) — (x? + y2] dx dy, onde A é a elipse 2x2 + y < 1. 
A 
a q 
L e 
6 


p E [na-2 = aJa-[ [-5e-0 pe | ar 


1 1 o 
= | -—(2-2y2)!2 dy + | —(2-yPº dy=.. 
o 3 0 3 
(Faça na penúltima integral y = sen 9 e na última y = "2 sen 8e boa sorte!) 


D vol = | [p= (x? + y2)] dx dy, onde A é o círculo (x — Da pe y < 1. Para calcular 
A 
a integral, fixe x e integre em relação a y; em seguida, faça x — 1 = sen 0. 


m) vol = |] (1— y? — x) dx dy, onde A é o conjunto de todos (x, y) tais que 0 = x = 1 — 
A 


2 8 
.Vol= — 
15 
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I 


n) vol = j [1— x — y] dx dy, onde A é o triângulo x + y = lx=0€ey=0.Vol= g 
A 


9. ajárea = | dx dy, onde Béoconjuntolnx<y<1+Inxy=0ex<e. Área = e + 


ei B 
e | 


=: E Es 2 
IZ 2 


d) área = J), acay= [5 te A =... 


3 3x 
CAPÍTULO 4 
4.2 
l 
l. a)47 nr 
2 
) 2x=pcos6, O<p<le 0<0<27 
” y=psenô 
l 
Hips. prpasdM 
A =” =” 
— p” cos“ 6 dp |di=—. 
) ], g É p| 32 
d É [1-cos1] E SEMpér =] 
4 4 


fPFaçau=y—xev=x+y+1 


21 |=cos É 
g) J. ] p? cos 8 dp | do =... 





Para cada 6 fixo em [0, 27], p varia de 0 a 1 —cos 60. 


h) dr (Sugestão: Faça u = y — Xev= x) 
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z 
2 1 1 
0Oe | x — + = =. Raca = = cos Be y = psen 6. 
) y A Ç 3 p V=p 


|| EE ai 
x =—. 
B d 8 


| Outro processo: faça x = pcos 0, y = psen 8 e observe que à equação da circunfe- 


e R , T T 
rência e y — x = 0 em coordenadas polares É p = Cos 0, “2 <o=< 2.) 


1 


q | 


VIE T 

RE dass ma e 2 ao 

py Je ndo ao + [2 | [nº p2do 0 = 2 [4 sec? 6 do = 
O O) rs O 340. 


| fre] 
[145 m) O 


2. a) O que se quer é o valor da integral || N x2 + y? dxdy, ondeAéo conjunto x + y < 
A 


2,7= x e0< x < 1. Em coordenadas polares, à equação da parábola y = x se escreve 





sen 0 





cos” 6 
Então, 


a sen 8 ua J2 
J] E + y2 dx dy - [4 [eee 8 p? dp | do + 2 1 p? do [do 
A O O dama, O) 
4 








q qT 
- semp O - sen 6 (1 cos? 6 
Observe que Ss E dO = IR ses 04) eos 1, dê; faça, então, u = cos 0. 
o cos 0 0 cos* 6 
T 2 
b) — id 
| Té P Car 
ui hem a? ma? 
a |s [ eos é p2 dp 0 = (2 4 1m (+ VD] e) — 
O O 


6 


f) Sugestão: (cos 30)” cos 8 = (cos 397 cos 386 cos 8 = (cos 39º | - (cos 40 + cos 20) |, = 


— 005 36 [ cos 38 cos 40 + cos 38cos 20] =... 


E 
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0 


e A 
-=—)4, [14500546 [de= 


9 
3. Façau=y—xev=y+ax. Íj y2 — x? ixdby= 
B 


4. mab 


8 o 
ad sec 8 
º|) xdm = |) ke 1x2 +92 dx dy=k [4 1], x. cos 8 dp | do = 
B B 


k cd 
=+ [4 sec? 9d0-... 
4 J0 


45 
0, — 
/ 147 4 
3. a) Volume = 27d (área de B), onde d é a distância do centro de massa de B (B sendo olha- 
do como um corpo homogêneo) à reta y = x + 2. Vol = 2% 2 


— cos 20 1 Va | ” 
8) J), dx dy = E | p dp | do = ” [s, (cos 20)” d8 = 
8 


4.3 


— ————— e — 


2 37 su 
É) b) [0.5 ) 66» =4) 


to | 


c) a ra 45 
ê 
CAPÍTULO 5 
| 5.4 
E 1 
L — » 
a) Z b) ã 
1 1 
og a 


x 


e) J), e: ' a di dy =)], [2x-x2-y2] dx dy, onde A éo círculo (x — 1 + <1. 


Então, 


MN, arara 
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8) JJ dx dy de = JJ [2x 2y = q? pólis 1] dx dy, onde A é o círculo (x — Es 
B A 
Ge [ê= 1, 


« 16 
kra 
j) E DO 
l 1 
tas vos À Es: 
cd 0 
o) 871 q) 2 


r) Fixe (x, y) e integre em relação a z; em seguida façau =x +yev=xye boa sorte! 


a) Vol= |[ deidy da = EE 
B 3 

» E | c) 8 
n5 8) 5 mabe 


h) Vol = II [4x + 2y — x? — y2 1] dx dy, onde A é o círculo (x — 5j* + (y — 2 <s. 
A | 





poe[2-5| E 
3 2 3 3 

5 3 
n) nE 

24 15 

| 3 
- Massa = [[[ did o fa dd: 
B 


l 
= (JS, (x + y) dx dy dz = |] (x +) (1—-x— y) dx dy, onde A é o triângulo x + 
V A 


y<i1, x=>0ey = 0; faça a mudança de variávelu = x + ye v=4,) 


. l67 


II) k GÊ + 3?) dx dy de = k /j 1 (+ 2) de [ds onde A é o círculo 
B A 


2 


à dios y < 1. Massa = - onde k é a constante de proporcionalidade. 
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5.5 
l. a)47 ni E 
4 
| q 
c) Faça x = 2p sen q cos 8,y = 3psen sen 0ez=pcos pcom e < 8=< E dio 
me0<p< 1. Tem-se HI] x dx dy dz = 37 
B 
d)Façau=x+tyv=x+2y-zew=z 
Hj VXx+y ajx+2y—z dz dy de = |J. Ju à/v du dy dv. 
B 
onde Téo paralelepípedol <u<2,0<yv<le0<w<l. 
Observe que Aco DES dk 
ó (u, v, w) 
gs pE[3-1445+m(2 +55) 
PA Ep 
3 


3. Massa = k | [f z dx dy dz = id 
B 8 
3 


4. ma 


5. Sugestão: /2ap cos 6 — p? = Va? cos? 8— (p— a cos 8)2. Para calcular a integral 
a cos 8 
J, p V2ap cos 8 — p? dp 


faça p — acos 8= acos sen u e boa sorte! 


5.6 
= 2 2 : a 
|. [= k (xº + yº) dx dy dz, onde k é a densidade, k constante. 1 = ETE k. 
B 


2. - LM, onde M é a massa do cubo. 


à. ais IJ, 2, dm = [[[ x (12 + 2) dx dy dz, onde B é o cubo dado. 1 = - 
B 


(55) 
ER 


2 





M, 
4. a) = + onde M é a massa do cilindro. 
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3Ma? 


b 
2 





| 5. Podemos supor que o centro de massa do corpo B seja a origem, e que O eixo que passa 


pelo centro de massa seja o eixo z. Então 1. = |j (x? + y?) dm. Consideremos, agora, 
B 


oeixox=aey=b,com h2 = a + b?. O momento de inércia com relação a este eixo 


éi= JJ] [x — a)? +(y — b)?] dm. Tendo em vista que JJ, PR /j de= 0, 
B B 
resulta 1 = Im + Mk”. 


2MR? 





+ Mk? onde M é a massa da esfera. 


9. b)l= Jj (x2 + y?) dm, onde B é o cone — 4x? +y <7<h. A equação do cone 
B 


obtém-se por semelhança de triângulos: 











|| Z 
h R 
2 
[= a , onde M é a massa do cone. 
Lã. - (2h? + 3R?), onde M é a massa do cone. 
CAPÍTULO 6 
6.1 
À 11 
L. 2 b) —-— 
a) 271 ) ç 
3 
q 
o)0 d) — —2 
3 
à) Sar> 
j 
de RD ER] 


4. )2m(1+ q) b) : 








6.4 


6.5 


c)0 
l 
0 7. —— 
2 
4 
ma ps 
de 2 2 


CrD=(,AD+: [(0,0,0)—- (1,2, D,0<t=< 1, é uma parametrização para o 


segmento:x=1| -,y=2-2Zez=1-LOsi<l 


| xdx +tydy+zdz=-—3 
Y 


O 


(Observação: A projeção no plano xy da interseção é a circunferência Gr= Di + (y— 1? = 
lix-l=costy-l=sentez=3+ 2cost+2senté uma parametrização da curva, 
com a orientação pedida.) | 


« Para se ter uma parametrização nas condições exigidas, basta tomar as coordenadas esféri- 


cas com 6 = qep= 2. O valor da integral é - 








. -6 7. 
0 2. 4 
3 
A orisonhafiodE 4. —2 
6 6 
5 2 
— 6. — 
6 3 
do b) -VZ 
3 
q 2 
as 
2 
sia 3 maps m] 
2 
+ onde M é a massa do fio. 5 15 vi4 





MI? 


+ —5— (M = massa do fio) 


3 
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q 
7. de ] (y2 + 22) dm = k ao J? [sen? t+ +42] dt =..., onde k é a densidade linear 
Y 
do fio, k constante. 
CAPÍTULO 7 
Todo 
2 y? Z2 
1. a) E ai EA + Ei é uma primitiva; logo é exata. 


b) É exata, sendo * uma primitiva. 
c) xyz é uma primitiva; logo é exata. 
2 2 


x 
d) ER ES ai r é uma primitiva; logo é exata. 


e) Não é exata, pois Ed (x + y) É E Cy): 
dy dx 


h) —arctg E, y>0, é uma primitiva; logo é exata. Observe que 6 (x, y) — = — arc tg = 
y 


y > 0, é também uma primitiva. Sugerimos ao leitor verificar que 6 (x, y) é o ângulo que 
a semi-reta ((tx, ty) |t = 0) forma com o semi-eixo positivo Ox. 


1) Verifique que 
El X 
— —arctg— se y>0 
> y 
0 (x, W)=47 se y=0 e x<0 
37 X 
— —arctg— se y<O0 
2 y 
é uma primitiva. 


(Observação: Para verificar que 6 (x, y) admite derivadas parciais nos pontos (x, 0), x < 


O, será útil observar que 6 (x, y) = 17 + arc tg =, x < 0. Veja Seção 3.3 do Vol. 2) 
73 


(2,2) 
1. a) | ydx +xdy= Lol) =4— 1 =3. Observe que d (9) = y dx + x dy. 
(1,1) 


y(1) » a > 
o [ass = —arc tg [-S)taemt= TD +arcig 
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7.6 


| 
a) h' (x) = 2x sen xº | E 
O 


d) O 
e) [x sen mi, = () 


P [6x Wo) = 8 (-1,-1) — 6(1,1) = m, onde 


1 x 
; = se y>0 


y 
DO) = La se y=0 e x<0 
37 x 
= e aro toe, ge ya 0 
2 y 
37 
Z 


T x 3 
— — arc tg — se y>0 e x<— 
2 y Ps 
T se y=0 e x<0 
37 ks Sm 
— — arcto — se 
3 
27 se y=0 e x>— 
2 
57 3 
=. “UCig— SE Y>0 e p>— | 
2 y 2 | 





é uma primitiva em 1. Isto é, 


RA X 
do=- D+ q em (). 
x + y? x + y? 


Como é o gráfico de 67 O valor da integral é 9(2, 2) — G(1, D=24. 


4 





du 
(1 + xu!)? 


| 
b) h' 9) = | 2xt2 cos (x?) dt 


SE 
c) h' (x) = sen ado 2x | t2 cos (2) dt 
é) 
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v l | 
d) Considere « (u, v, w) = | E dt. Segue que h (x) = q (u, v, w), u = X, v=senx 
ul+wt 


ew = x”. Pela regra da cadeia, 


du dx óov dx odw dx 


Portanto, 


2X cos x Sex —º 
h'(Q)=-——— +——————— | ———————— dt 
1+x2 0 1+ x! (sen x) xº + xt) 


BO) df 
2H O=I6 BOB -fm ama (+ | o E ENA: 


4. a) Seja yp E [c, d]. Precisamos provar que, para todo e > 0 dado, existe ó > O tal que, para 
todo y E [c, d], 


ly—-y!I<ô>Ie0O)— pOqI< e 


Dado e > 0, existe ô > O tal que, quaisquer que sejam (x, y) e (s, f) no retângulo, 


€ 





GN) -—-Es Dli<osifwen- ID < E 


Então, para todo x E [a, b), 


y=y1I<3=>I(6,)-(GDI<SIFO) FO YO! < lino 


Como 





b 
90) — p(Y09)| = I) [$ (1,7) — f(x, Y0)] as 


resulta 


E 
b-a 





b b 
Iy-y01<ô=> [ 1) fo old < | dx = € 


ou seja, 
Iy—y!I<ô>lgO)— pOqI< e 
E lentas à 
b) Seja yo E 1. Sejam c, d E 1, com c < yy < d. Como Em é contínua no retângulo a = x = 
é * 


bc<y< d, dado e > 0, existe ô > O tal que, quaisquer que sejam (x, y) e (5, t) no 
retângulo acima, 





- Bl dia dra 
IG )-(sD)I<O> 29 8) 9 658) raça 


eus —— -— a — 
— Bus  — -—- 


ss da 
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Temos 


20) — EO) 


] b 
—— | LG, )-fG,y)l de. 
PT ST “s 


Pelo teorema do valor médio, para todo y E [c, d] existe yj no intervalo aberto de extre- 
mos yq € ) tal que 


fwd-fwr)= pa E7)0-30). 





Segue que 
- ô ) 
BA Lea a és) =|] Dj [Ea vo (a, o) | a 
yY— 0 a dy dy dy 
e, portanto, 


PO) — EO) + LZ of 
a é 











q Fo) o 
<[] (x, 1) — A (x, Yo) | dx 
a | dy dy 


a 
Para todo y E [c, d] e para todo x E [a, b], 
y=mI< 6011) Oy) i< => yy)-— (x yo) II< o, 


pois ly — yo1= 1y; — yo |. Portanto, 





bl 9 Po) 
y—01< 8 | LL (0,90) dx < €. 
| a | Oy Õy 
| Ou seja, 
É 
Pl o 
R 0<iy-yol<ô= | 207900) IN qe tido! Le 
y—)o a Oy 








Logo, 


— b 
lim eD e0 . [é of Fá yo) dx. 
PY % Yo 


(Observação: Para a demonstração da propriedade enunciada no início do exercício, veja 


A2 do Apêndice 2.) 
CAPÍTULO 8 
8.1 
oP 
1. Pelo teorema de Green, 6, Pdx + Qdy = | |, [2 “mis ] dx dy. Pelo teorema do va- 
Ox dy 


lor médio para integrais, existe (s, ?) E B, com 


EEE 
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Aplique o teorema de Green aos conjuntos K, e K, e some membro a membro as igualda- 
des obtidas. 


8. Sugestão: 


Neo [gos ja 


a Ed alice dé v)-e(-P =», ») las 


faça agora, y = r sen 6 e boa sorte! 





b f(b) 
PD rena+omna=[ Peraa+[ ow n)d — 
a fla) 


b 
o J PG, FO) + OCTIDF (1)] dr. 


am f(b) | 
K psi f(a) 


Fazendo a mudança de variável y = f(t) vem: 


a q 
p= 659) dx |dy= fr 12 (a) 060 ds 


g(y) e 


5) b 
J) E a] LO (a, FC) — OC, FOI FC) dt. 
K dx a 


Por outro lado, 


JJ < de dy [ [PCs f (9) — Pl, f(a))] dx. 
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8.2 


au Bs 


8.4 


Conclua. (Observe que este raciocínio não se aplica ao setor circular —r<= x = 0e0<=y= 


Jr? — x2, poisy = 4/12 — x? não é de classe C! em [—r, 0].) 


37 3. tab 
- Za, onde a é a área de B. (Observe que B tem área, pois sua fronteira tem conteúdo nulo.) 
10 | 6.27 
27 | | 8. —3 
EA 
24 


> o 


Es 
. a) Pelo teorema da divergência F:n ds= | div F dx dy, onde K é o círculo x + 
K 


b) 1 


= — x2 2 > o 
o) Fin ds = |[. 2x dx dy, onde Kéaregião =— + <1. Assim, | F.n ds 
Y Y 
O. Olhando só para o campo você seria capaz de prever este resultado? Por quê? 


d) Cuidado, o teorema da divergência não se aplica. Por quê? Temos: 


-— A 
cost i +2sent j 


2 Ra 





i TT (Oy O é a so pm 


4 sen“ t + cos 


é normal a y e tem a componente y = 0, para O <= t = 7. Temos, então, 


> > 
] F:-n ds = 
Y 


-> - 
7 pos ti+2sent j 7 
- j [Cos | Seita yr ndr= [ 4 cos? t dt =0. 


14 sen? t + cos? t 


Observe que bastaria olhar para o campo para se concluir este resultado. 
l 

e -— 
3 


a=l 


De tada Jys nds=[[ div(V g) dx dy = 


(SEDE Jaca [vie ara 
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10. 3a EE Ed 
4 
12. E 13. =1 
2 
CAPÍTULO 9 


9.1 


l. a) A imagem é o parabolóide de rotação z = x + y. 


b) 


c) 





d) A imagem é a semi-superfície esférica ae y +72 = 1,y=0. 


e)x=vcosu,y =vsenuez= v5x +y = 72. A imagem de o é a face lateral do cone 


x2 + 7? <zsSh. 





Deca mM 
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Í) A imagem de o coincide com o gráfico da função z = 3 7: 
E "Pp 








EA *= (2 +cosv)cosu y=(2+cosv)senuez=senvcomO<u<2me<v<2m 


x 
3. — = sen q cos 6, = sen qsen 8e a =C08p, comb<0<Imel<p<r”. 
a c 
l 
4. a)x=cosu,y= 2 uez=v0O<u<2mevElR 
o. 


El; Dx=uy=vez=-(5-W-v, (uv E IR 


c) 





O y2=(vcosu vsenwe),0<u<2mev>0 


Observe que a imagem desta superfície coincide com o gráfico da função z = eve +) 


d) gyr)=( + cosu senu, v,0O<u<2revElR 
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9.2 
LL Jdxy,)=cAN+*s Can+ E (1, 1), (s, ft) E IR?, ou seja, 


x.D=(113+s(1,0,2)+ H(0,1,2),(s, E IR. 


dita e [EM 12 )es( , 21 )+i(> 2 | (s, f) E IR 
1.39: ! a: a* 2" - > , 
9.3 
R a É “bm3 
= —8 
9S- o | N p lap? + 1 do | do - 
6 0 0 
1 fr é | E 
eo À [4 +1P dy R 52 do. Façau” = 4e 2º + 1eboasorte! 
o 515 5-a| pE 
31º ] 2 
2. 87º 4. 16 
5. m(2— 2) 6. TN2 
2 
80 217 
dj cer 9. 5= Tres md 
81 ais! aci 3 = | 


13. Area = [4 Ei pl + p? 1+2 dp [do = 2 [5 + m(1+ 4/2) |-*Z 





9.4 
À aaa ») MA 
10 ? 6 
T 55 9 55 | 
-— —— | 545 — 1 
o 5) SE 3 "| 24 ns 
20 7 
e) 
É 
5 3 
Sid 20412 2 2 a 
p |: cos 8 sen 6 Cócos 0+1)2 (l6cos? 0 +1)2 do + IK cos 6. 
0 80 48 120 o 


sen O d0. Para calcular a 1.º integral faça u = 16 cos” 9 + 1. 
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255 +1 ) 
ça ig b) | 0,0, — 
x (o : ES) 9 
3. Tm b) Ea 
3 
2 
4. MR 6. MR? 
3 
CAPÍTULO 10 
10.1 


5. O fluxo através da superfície lateral do cilindro é zero. Sejam 0 (4, v) = (u, v, 0), + < 
1, a base inferior do cilindro e 0; (u, v) = (u, v, D,u” + v2 < 1, a base superior; a normal 


o > 50 
acjény =— k eanormalao,é ny = k. Segue que 


32 5 
) F:-ndS = -)J R(u, v, 0) du dv + |] R(u, v, 1) du dv 
o K K 


onde K é o círculo u” + v? < 1. Ou seja, 


É O 1), Fonas= [R (u, v,1) — R(u,v,0) ] du dv. 


Por outro lado, 


| JIJ, aiv dx dy dz = 11), So dx dão = ff Za |ao 


ou seja, 


dy 
9) (1), aiv r axavde= [| (RG) —R(g,3,0) ]dedy 
B K 
onde K é o círculo x? + y? < 1. De (D e (D resulta 
= as = 
| F-nds= [[ div F dx dy de. 
o B 


6. O fluxo através das bases do cilindro é zero. Seja 09 (u, v) = (cosu, senu, v), 0 <u=< 27, 
e0<v< ,a superfície lateral do cilindro, 


—+ — -— "  —s e é — =» E é 
) F-nas= || F-m ds = || (Pi+Qj)-(cosu i +senu j)dudv 
o 03 K, 





onde P e Q são calculados em (cos u, sen u, v) e Kyéoretângulo0 <u<27,0<=v=<l. 
Segue que 


+ 
(D ) Fnds= [[ [P (cos u, sen u, v) cosu + Q (cosu, senu, v) senul du dy. 
o É 
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Por outro lado, 


O |), div P dxdyde = ))). [T+ dO) oração 


Temos: 


JJ, 5 do de dy de = JJ, Pupa E as |áya 


=>" 


onde A; é o retângulo —1 <= y = L,0=gz=< 1. Assim, 


Ni Ema [700] (4 nos 


Façamos, agora, a mudança de variável 


y=senu 
aee eis cms di 
Z=v é 2 
cosu O 
LAS o =cosu>Opara -> <u<-. 
9 (u,v) O ] 2 2 


Assim, 


9P 
|] —— dx dy dz = |) [P (cos u, senu, v) — P(—cosu, sen u, v) ] cos u du dv 
B dx D; 
; ã T El 
onde D, é o retângulo = <us 2º O = v< 1. Vamos mostrar, agora, que 


|] —p(—cos u, sen u, v) cos u du dv = | P (cos u, sen u, v) cos u du dv, 
D, D, 


; já T 37 = 
onde D» é o retângulo E <Uus FÊ 0<v< 1. De fato, fazendo a mudança de variável 


vem: 
|] —P (—cosu, sen u, v) cos u du dv = || P (cos 0, sen 0, s) cos 9 d0 ds. 


Portanto, 
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10.2 


NI] É drayde= [f P (cos u, sen u, v) cos u du dv 
B dx D, 


Er 
2 , 


T 
sen u, V) cos u no retângulo a Su<0,0<v<  éigual à integral de P (cos u, sen u, 


onde D; é o retângulo a <u< 0 <v<1.Por outro lado, a integral de P (cos u, 


v) cos u no retângulo J Sus27,0<v= 1, Verifique.) Portanto, 


Q) HI ae If P (cos u, sen u, v) cos u du dv 
B dx K; 


onde K; éoretângulo0 <su<2m0<v<1. 
Fica a seu cargo verificar que 


(4) IJ, o dedy de = JJ, 2 (cos, senu v) sen u du v. 


De (1, (D, (B) e (2) segue o que se queria provar. 


. —47./2 12. 0 


0 2. 367 


-— — 
- Seja 0 (u, v) = (u, v, 0), u? ty < l.Sejan =-k. A imagem da cadeia (o, 01) coin- 


cide com a fronteira da semi-esfera x” + y +72 < 1, z = 0. Pelo teorema da divergência 


> > - - - 
] F-n as + [[ F-(-k) ds = [[[ div F dx dy dz 
o o; B 


onde B é a semi-esfera citada anteriormente. Como 


J Fockyas= ff [et yes det )as-o 


(por quê?) resulta 


a) = b) 471 
3 
Cc) "E d) 47 
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10. Zero se a origem não pertence a K; 47 se a origem pertence ao interior de K. 


CAPÍTULO 11 
11.1 
5 
l. (0) b) —— 
a) ) ç 
2 
e)0 ia 
g) — 7 h) 1 
) O 
4. 0 5, dd 


335 





